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Indledning. 



Nærværende Afhandling er fremkaldt ved den af Videnskabernes Selskab 1881 stillede og 
1886 gjentagne Prisopgave, og indleveret som Besvarelse af denne 1887. Denne Besvarelse 
var imidlertid paa Grund af en i sidste Afsnit indløbet Fejl ufuldstændig, og det blev 
nødvendigt at omarbejde hele dette Afsnit. Ved nøjere Gjennemsyn fandt jeg imidlertid, 
at heller ikke de første Afsnit tilfredsstillede mig, saa at, uagtet Videnskabernes Selskab 
havde tilstedet mig Optagelsen af disse i sine Skrifter , disse nu ogsaa bleve fuldstændigt 
omarbejdede, og det hele Arbejde saaledes fremtræder i en ny Skikkelse. Imidlertid har 
jeg søgt at bevare saa meget som muligt af det oprindelige Arbejde. 

Det havde været min Hensigt at fremstille alle endelige Transformations -Grupper 
for Planet og for Rummet. 

Det er imidlertid ikke lykkedes mig at naa videre end til en, som jeg haaber, 
fuldstændig Fremstilling af alle de endelige Transformations -Grupper for Planet. De 
samme Principper, som her ere anvendte for at fremstille alle de Grupper, der ere endelige 
for Planet, maatte ogsaa kunne anvendes for Rummet. Imidlertid er Theorien, trods sin 
Simpelhed i Princippet, saa vanskelig at anvende selv for Planets Vedkommende, at jeg 
antager, det næsten vil være uoverkommeligt at anvende den paa Rummet, hvor der for 
øvrigt vilde komme nye Vanskeligheder til, der endnu ikke optræde ved Bestemmelsen af 
Grupperne for den rette Linie elier Planet. 

Foruden at bestemme de endelige Grupper for Linien og Pianet, har jeg givet en 
Fremstilling af den almindelige Form en Transformation maa have, naar den hører til en 
endelig eller diskontinuert Gruppe og transformerer en n-dobbelt-oo Punktmængde til sig selv. 

De endelige Gruppers Theori er for den rette Linies Vedkommende for lang Tid 
siden givet af Klein, men, saa vidt jeg ved, aldrig før fremstillet, uden at være støttet 
paa rumgeometriske Betragtninger. I denne Afhandling fremstilles den i Fuldstændighed 
alene støttet paa algebraiske Betragtninger. 
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Hører der til en Gruppe en Transformation A, og er B en vilkaarlig Transformation 
i Gruppen, og dannes alle Transformationerne BAB~~\ idet for B efterhaanden sættes alle de 
til Gruppen hørende Transformationer, kalder jeg alle de saaledes fremkomne Transformationer 
for den til A hørende Samling. 

Er A en Transformation, der ved at gjentages n Gange bliver identisk, kalder jeg 
den af nte Orden, og alle de Transformationer der høre til samme Samling som A blive 
da af samme Orden. For den rette Linie gjælder følgende: 

Enhver Transformation lader 2 Punkter af den rette Linie uforandrede, disse kaldes 

Transformationens Dobbeltpunkter. Er der ingen Transformation af højere end nte Orden, 

y 
der har samme Doppeltpunkter som A, vil den Samling, der hører til A, indeholde — 

Fv 

Transformationer, naar n > 2 og Gruppen i det hele indeholder N Transformationer. 

Eftersom der saa gives eller ikke gives en anden Transformation i Gruppen, som 

ombytter Æs Dobbeltpunkter, ville alle de Samlinger, der tilhøre A og dens Potenser 

. . (n—\)N „ (n— \)N,„ 
udgjøre — s eller 1 ransformatiouer. 

For at linde alle de endelige Grupper, hvis Transformationer transformere en ret 
Linie til sig selv, behøver man da kun at finde de positive hele Tal, som tilfredsstille 
Ligningen 

jV2* — - + NH-lr— + | — 2V 
n 2n l 



eller 



v - ! ~y 2 ~ + ""2^"j ? 

der fremkomme ved den betragtning, at Gruppen foruden de Samlinger, der høre til den, 
endnu indeholder én Transformation: den identiske. 

Det bemærkes dog, at ikke alle Tal, der tilfredsstille denne Ligning, give virkeligt 
existerende Grupper. 

Man ser, at Antallet af Transformationer i Grupper enten maa være 
det mindste fælles delelige Tal for Ordenen af de i Gruppen indgaaendc 
Transformationer eller dette Tal multipliceret med 2. 

Hvad Planen angaar, kunne her lignende Betragtninger anstilles som for den rette 
Linie, kun blive Forholdene her langt mere komplicerede, navnlig paa Grund af, at der 
kan optræde perspektiviske Transformationer. 

Medens nemlig i Almindelighed enhver lineær Transformation , der transformerer 
Planen til sig selv, lader 3 Punkter af Planet (Transformationens Dobbeltpunkter) blive 
uforandrede, existerer der Transformationer, der lade alle Punkter af en ret Linie uforandrede. 
Det er saadanne Transformationer, som kaldes perspektiviske. 
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De nye Vanskeligheder opstaa nu ved, at medens i Almindelighed Potenser af 
Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter atter ere forskjellige , kan den samme 
perspektiviske Transformation være en Potens af flere Transformationer med forskjellige 
Dobbeltpunkter. Det vises nu først, at alle Transformatiener, der fremkomme i en endelig 
Gruppe, kunne bringes paa en saadan Form, at, hvis 

I(iaf= a^ + btf + c^ 
fij/ = a 2 æ+b 2 y + c 2 z 
ixz' = azX + btf + CzZ 
er en saadan Transformation, Transformationsdeterminanten 

a x b t c x 



D a 



8 2 2 

a 8 b s c 8 



- 1, 



og at i denne Determinant ethvert Element (a^ er konjugeret med sin l nderdeterminant 
{A t ), saa at altsaa a x = A t . 

Ved en cyklisk Gruppe forstaas en Gruppe, hvis Transformationer alle enten lade 
Dobbeltpunkterne for en bestemt Transformation uforandrede eller ombytter disse indbyrdes. 

Det vises da, at hvis en endelig Gruppe for en Plan ikke skal være cyklisk eller 
saaledes beskaffen, at alle Transformationer i Gruppen transformere samme rette Linie til 
sig selv, kan Gruppen ikke indeholde perspektiviske Transformationer af højere end 2dcn 
Orden. (Enhver Transformation af 2den Orden er altid perspektivisk.) 

Dernæst undersøges, hvor vidt Gruppen kan indeholde en perspektivisk Trans- 
formation, som er en Potens af flere Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter. 

Det viser sig da, at der muligvis existerer en Gruppe paa 72 Trans- 
formationer, indeholdende Transformationer af 2dcn ? 3 <l i e g 4de Orden, 
hvor Transformationerne af 4de Orden 6 og 6 have en fælles 2den Potens. 
Denne Gruppe vises siden virkeligt at existere. 

Idet vi derpaa definere en Samling hørende til en Transformation A paa samme 
Maade som før, viser det sig, at de Samlinger som høre til alle de Transformationer, som 
have fælles Dobbeltpunkter med A, indeholde 

L-dtf, ar-ly, ^In 

n ' 2n ' 3n 
Transformationer, naar der er n Transformationer, der have fælles Dobbeltpunkter, og naar 
ikke 2 Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter have en fælles Potens, idet JV er 
Antallet af Transformationer i Gruppen. De tre Antal faaes, eftersom der ikke gives nogen 
Transformation i Gruppen, der ombytter Dobbeltpunkterne for A, eller der gives en Trans- 
formation, der ombytter 2 af dem, eller endelig en Transformation, der kredsforskyder 
Dobbeltpunkterne. 
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Dette sidste finder kun Sted, naar Ordenen af A indeholder Faktorerne 2, 3 eller 
Primtal af Formen 3p -f 1. 

Er Ordenen af A 3, kan der være baade en Transformation i Gruppen, der kreds- 
forskyder -d's Dobbeltpunkter, og en anden, der kun ombytter to af dem; forudsat at ingen 
Transformation af en anden Orden end 3 har samme Dobbeltpunkter som A. 

Antallet af Transformationer i de Samlinger, der tilhøre A og dens Potenser, 

N 
blive i dette Tilfælde — . 

•7 

Yi have da til Bestemmelse af de mulige endelige Grupper: 



eller 



1 I V W — * V n i — ! V W 2~* ? 



hvor ligesom før alle de Tal, der tilfredsstille denne Ligning, ikke svare til virkeligt 
existerende endelige Grupper; men hvor et meget stort Antal Værdier, der tilfredsstille 
denne Ligning, maa forkastes. 

Antallet af Transformationer i de virkeligt existerende Grupper 
ses at maatte blive enten det mindste fælles delelige Tal for Ordenen af 
de i Gruppen indgaaende Transformationer, eller dette Tal multipliceret 
med 2, 3 eller 6. 

Til Hjælp ved Dannelsen af Grupperne faar man, at enhver Transformation af 
2den Orden, som hører til en endelig Gruppe, hvis Transformationer ere bragte paa samme 
Form som A (S. 69), maa have Elementerne svarende til a,, 6 2J c a (Diagonalelementerne) reelle. 

Kaldes a l + 6, -f c 8 = s Diagonalsummen for A og indeholder Gruppen en anden 
Transformation B, hvis Diagonalsum er d, og kaldes Diagonalsummen for £?A s p , faar 
man Relationen: _ 

Det kan endelig vises, at de endelige Grupper, som ikke ere cykliske, eller hvis 
Transformationer alle transformere samme rette Linie til sig selv, eller endelig indeholde 
Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter, men en fælles Potens, ere: 

1) Grupper, hvis Transformationer alle transformere samme 
Keglesnit til sig selv. 

Disse kunne betragtes som Transformationer af Grupperne for den rette Linie, og 
jeg benævner disse med samme Navne som de tilsvarende Grupper for den rette Linie. 

2) En Gruppe indeholdende 36 Transformationer af 2den, 3die og 4de 
Orden. Denne or Undergruppe i den S. 69 nævnte Gruppe paa 72 Trans- 
formationer. 
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3) En Gruppe paa 360 Transformationer indeholdende Trans- 
formationer af 2<len ? 3die, 4 tie og 5te Orden. 

I denne vil Ikosaedergruppen danne en Undergruppe. 

4) En Gruppe paa 168 Transformationer af 2den ? 3<lie, 4de g 
7 de Orden. 

Endelig skal jeg omtale, at mine Undersøgelser i første Afsnit ogsaa kunne anvendes 
paa diskontinuerte Grupper, og at de netop oprindeligt have gaaet ud paa at omsætte 
Poincarés geometriske Betragtninger til rent algebraiske. 

Mine Beviser for Gruppernes Endelighed ere af temmelig forskjellig Beskaffenhed, 
idet de ere forfattede til højst forskjellige Tider, og jeg ikke har villet omarbejde mine 
oprindelige Beviser, saa at de bleve ensartede med de senere tilføjede, der væsentlig ere 
af samme Art som W. Dyck's for lignende Sætninger; medens det, (saaledes for den 
3die Gruppe) vilde være meget vanskeligt at føre Beviset, saaledes som "mine ældre Beviser 
ere førte, ved Multiplikation af selve Transformationsdeterminanterne. 



Vidensk. Sclsk. Skr., 6. Række, naturvidenskab, og mathein. Afd V. 2. 10 
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I. Almindelige Bemærkninger. 



Multiplikatorer. 

1) Naar der her er Tale om Transformationer, menes hermed kun lineære Trans- 
formationer. 

En saadan Transformation af en n- dobbelt -oc Mangfoldighed er bestemt ved 

Ligningerne : 

paf = a x x + b x y + c t z ... l x v, 

ptf = a * æ + b *y + °% z •■■ h v i 



(») 



flV f « an+iX + bn+iy + Cn+iZ ... /«4-i», 

hvor x:y:z ... r ere det givne Punkts Koordinater, afitfisf... v' det transformerede 
Punkts Koordinater, og hvor vi tilmed kunne sørge for, at Transformationsdeterminantcn 

a i > "i ? c i • • • M 



D = 



2 J 2 ) 2 • * ■ v 



2 



1 



flfl-f-1) ^ft+ij ^fl+l • • • Hl -hl 

hvad der kan ske uden at formindske Transformationens Almindelighed, og hvor endda i 
samme Transformation alle Størrelserne <i n 6,, c x ... o. s. v. kun ere bestemte paa nær 
en fælles Faktor, der er en vilkaarlig (n + l)to Rod af Enheden. 

Der gives nu altid Punkter, der transformeres til sig selv. Saadanne Punkter 
kaldes Dobbeltpunkter for Transformationen. For et saadant Punkt maa vi da have 

— — " " — • . . — — • 

x y z v 

eller vi kunne for et saadant Punkt sætte 

si = x , y'=y, *f = z ... v f = v. 
Skal dette finde Sted, bestemmes /* ved 



a, 



7<> b i > 



a 



2 » 



... ii 

... i 



* 



= o, 



(2) 



a »+I > ^n-H j r »+! • • • 'h-H — /* 
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idet man mellem de (n -{- I) Transformalionsligninger (I) eliminerer x, y, z . . . v. Har 
man bestemt p ved (2), bestemmes selve Koordinaterne til det til p svarende Dobbeltpunkt 
ved n af Ligningerne (i). 

2) Af (2) faar man (n -f- 1) Værdier af p. Ere alle disse Værdier af p for- 
skjellige, faar man ogsaa netop (u + 1) Dobbeltpunkter, bvoraf ikke 2 
kunne falde sammen. 

Skulde der nemlig være flere end in + 1) Dobbeltpunkter, maatte 1 af n vilkaarlige 
Ligninger mellem de (n + 1) Ligninger (1) være en Følge af de andre, for i det mindste 
én Værdi af fi. Men dette kræver, at alle Lnderdeterminanterne af ntc Orden i (2) skulle 
være. 0. (2) maatte da have lige Rødder, hvad der strider mod det givne. 

Paa den anden Side ses det, at der ikke til 2 Værdier af p kunde svare det samme 
Dobbeltpunkt. Thi vare disse Værdier p og //, maatte man have ifølge (1), naar a-, y, z . . . 
ere dette Dobbeltpunkts Koordinater, 

(«! — j")#4-&,# ...^0 = 0, 
(«i— p')x+b x y ...1,0 = 0, 
og ved Subtraktion 

(a— fix = 0, x = 0, 

og paa samme Maade y = 0, z = ... v = 0, hvad der er en Umuligjied, da Ligningerne 
(1) ikke bestemme selve Størrelserne ar, y, z . . . r, men kun deres Forhold. 

3) Kaldes alle de Punkter, hvis Koordinater tilfredsstille Ligningen 

Xx + Yy . . . Vv --= , (3) 

et Plan, idet X, Y ... V ere givne Størrelser, er et Plan i Almindelighed bestemt ved at 
skulle gaa gjennem n Punkter. Det ses, at et Plan altid ved (f) rgjen transformeres til 
et Plan. Betegnes Underdeterminanterne i D til a,, 6 n c, . . . A ti £,, C x . . . o. s. v., 
saa faar man af (1) 

- x = A x af-\-A^y'... A n +iv\ 



-y = B x x'\B^f... B n +iv\ 
l 1 



— v = L^x'+Liif . .. L n + X rf. 

fJL 



i*) 



Kaldes X:Y:Z: ... o. s. v. Plankoordinaterne til (3), bliver (3) ved (1) transformeret til 
et nyt Plan, hvis Plankoordinater ere bestemte ved 

10* 
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fi'X'= A x XJ r B l Y ... L,V, 
p!Y'^ A t X + B t Y ... L t V, 



(5) 



/ V = A m +,X+B n + t Y ... Z„ + , V. 

Altsaa hli\e Plankoordinaterne transformerede ved en Transformation. h\is koefficienter 
ere Inderdeterminanterne i I) til dens Elementer. 

Ved et Dobbeltplan forstaa vi et Plan, der transformeres til sig selv. For et 
saadant Plan kunne vi (analogt med hvad \i gjorde for) sætte A" = JT, >'= Y ... o. s. v. 
Vi se da. at naar dette skal finde Sted, bestemmes ji ved Ligningen 

A x — -fi\ B x , C x . . . L x 

A^ , £>j fl , G 2 ■ • • -Ljf 



- 0, 



(6) 



A m +i , B*+l) d«M ••• Lm+i—fl . 

og at denne Ligning, da Z?= 1, er den reciproke til (3), d. v. s. har de reciproke Rødder. 

Ligesom før ses det da, at Transformationen har (m -f 1) Dobbelt- 
planer, hvoraf ikke 2 kunne falde sammen, naar Rødderne i (2) alle ere 
forskjellige. 

Det ses lilKge, at, naar man kjender koordinaterne til et Dobbeltpunkt for Trans- 
formationen ili, faas Plankoordinaterne til et Dobbeltplan, naar man ombytter Elementerne 

a. m b x ... med deres Inderdeterminanter i D og for u sætter — . 

Til hvert Dobbeltpunkt i Transformationen svarer saaledes et Dobbeltplan. 

il Vi skulle nu vise, at, naar man lader et Dobbeltpunkt og et Dobbeltplan svare 
til hinanden paa den i det foregaaende beskrevne Maade, vil ethvert Dobbeltplan gaa 
gjenuem alle de ø\rige Dobbeltpunkter, idet vi antage alle Rødderne i (2) forskjellige. 

kalde vi nemlig Dobbeltpunkternes koordinater 

x \i V\ i z \ • • • r i i 
x * > y*. •> z t • ■ • v i j 



de tilsvarende Værdier af fi 

Pi > Pi • • ■ /*»-M 

og de tilsvarende Plankoordinater for Dobbeltplanerne 
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y v y v 

A i ) ■* i > Æ -*\ ■• • ¥ i ) 

A g , / ^ , £% ... Kj , 
<X»+ij /n-f-lj ^n+i • • • Vn+t > 

saa har man, at Dobbeltpunktet .r*, y* . . . r* og del tilsvarende Dobbeltplan ere bestemte ved 



og 



//*** — a x æ k +b l y k + c x z k . . . l t v k 

fiuyk = a*<r k + b % y k +c 2 z k ... l^v k 

— -X* = A x X k + B x Y k + C x Z k . . . L x V k , 

— l^t = A t X k + B^Y k + ^2-2* ... L 2 V k , 



(7) 



(8) 



— P* = i4 n +j-Xit + B n ^ i }* + C n +\Z k . . . £ w +t P*. 

Nu ses det for det første, at man ikke kan have, al der mellem Koordinaterne til r vil« 
kaarlige Dobbeltpunkter 

x \i V\ ? z \ • • • v i > 



bestaar Ligninger af Formen 

ai« r i + a*«* . . . a r fr = , 

«1#1 + «2#2 • ■ «r^r = 0, 



i (9) 



«i t7 t + a 2 1; 2 ... a r v r = . 

Multiplicerer man nemlig den øverste Ligning (9) med a l} den næste med ft l5 den næste 
med c x o. s. v., den sidste med l x og adderer, faar man 

Eliminerer man nu mellem denne Ligniug og den øverste (9) jv, faar man 



t • 



• - » 



ti 



•- -■-. 



1^ 



»• ■» 
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at, y, Z . . . V 
. x 1 J y 1 ) z 1 ■ • • tf 1 

1 ^«> y«? *i • • • tf« 



*»> y»J ^ w • * • tf* 



= o 



(III 



Benævnes Underdeterminanterne til Elementerne i (11) med tilsvarende store Bogstaver, 
ere Plankoordinaterne for Planet (11) X: Y\ ... V\ og om disse kan det vises, at de 
tilfredsstille de samme Ligninger, hvorved Plankoordinaterne til det omtalte Dobbeltplan 
ere bestemte. Man har nemlig 



X — 



y\ 



2, . . . V, 



1 *! 



1 



A*«+l 



X = 



y*l z t • • • tf« . 

y*j &n • • • tf n , 
/l|/ij . . . fl n X 



^itfi 
/"»tf« 



(Ant/n, flnZn 



flnVn 



a 2 or 2 -f 6 2 y 2 ... Z g t>,, a 3 ^ 2 + ^»y« ••• ^s*'* ••• a »-l t** + k+iy« 



• • Ai+itfi 



a»*«+'i 8 yii ... ^*tfn, 03*11 + fr a y» ••• ^tf« ■•• fl «-H*« + *n+iy» ... Z»+itfi 



fl n ^1 > c i • • • m 
^2 > ^2 > ^2 . . . t 2 



On+lj ^ii+ij c n+l • • • 'n+1 



*2 > y« j ^2 • . . tfg 



*» > y* ) ^» •«• tf n 



hvor Rigtigheden af det sidste ses ved atter at udføre Multiplikationen; men da den første 
af disse Determinanter er 1, ses det umiddelbart, at man har 

- 1 X — A,X+ B x Y ... L X V. 
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Paa samme Maade ses det, at man har 

1 



/*n+l 



Y = A. t X + B 2 Y +C t Z ... L* V 



V = A n +iX-{- Bn+iY-]-Cn+iZ . . . />»+! V. 



Sammenligner man nu disse Ligniuger med (8), idet m«an for k sætter n + 1, ses det, at 
disse Ligninger falde sammen , naar man for X sætter X„+ t for Y Y H + X o. s. v. Herved 
er da bevist, at det omtalte Plan svarer til /z»+i- v * se altsaa, at ethvert Dobbeltplan 
gaar gjennem alle Dobbeltpunkterne med Undtagelse af dels tilsvarende Dobbeltpunkt. 

Paa samme Maade kan naturligvis vises, at ethvert Dobbeltpunkt ligger paa alle 
Dobbeltplanerne med Undtagelse af dets tilsvarende Dobbeltplan. 

5) Lad os stadigt antage, at alle Rødderne i (2) ere forskjellige for Transformationen 
(I), og at Dobbellplanernes Ligninger ere 

P x = X x x +Y t y ...V x v = 0, 
P t = X 2 æ +Y 2 y ...V 2 v = 0, 



P B+l =s Xn+ix + Y n + t y . . . V nU v = , 
saa maa man altid kunne skrive Transformationsligningerne under Formen 

^F 2 =ØP„ 



(42) 



fi l Pn+l = AP n +i , 

hvor a, ft, y ... A ere Konstanter, og hvor P* n P\ ... P n +\ betyde Former, der faas af 
P, , P 2 ... P w+ i ved for #, y, z . . . at sfctte af, \f, z'. . . Om Konstanterne a, ft, y . . . A 
kunne vi antage, at deres Produkt er 1. Disse Konstanter kaldes Transformationens 
Multiplikatorer. Det er klart, at man altid kan skrive Transformationen (1) under Formen 
(12). Thi for det første bestemmer (12) en lineær Transformation af samme Form som (1), 
da vi ved at løse Ligningerne m. II. t. fi x af, fi x }/^ fi x z f . . . fi x v' faa disse udtrykte ved 
lineære Funktioner af #, y, z ... v med konstante Koefficienter. 

Dernæst ses det, at hvis vi i 
for p t r\ fxy' . . . fiv' sætte Udtrykkene i (!), faa vi 
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P 



P = P 



1 



hvor P er en lineær Funktion af #, y, z . . . v. Lad os antage 

P = ax -\- by ... Zy, 

saa kunne vi sætte, hvis X k ikke er 0, (og ellers kan en anden af Koefficienterne i V 
benyttes paa samme Maade), 

hvor Q er en Størrelse, der ikke indeholder æ. Man har da 

og, da Q skal være for alle de Værdier af .r, #, z . . . v, der gjøre l\ til og dens 
Koefficienter ikke kunne være proportionale med P,'s Koefficienter, da den mangler Leddet 
indeholdende £*, maa alle dens Koefficienter være 0. 

Vi have saaledes fundet 

MF, =*,P„ 



hvor k x , k 2 ... k n ere Konstanter. Satte vi her p l =- , faa vi Ligningerne 

ormen (12). * * 

Det ses da, at Multiplikatorerne kun ere bestemte paa en Faktor nær, der er en 
vilkaarlig (n 4- l)te Rod af Enheden. 

6) Da Multiplikatorerne ere af stor Betydning for de endelige og diskontinuerte 
Gruppers Theori, skulle vi se at finde disse Størrelser, naar Transformationen er givet ved 
Ligningerne (I). (12) skal være ekvivalent med (I)- Vi maa derfor komme tilbage til 
Ligningerne (I), naar vi løse Ligningerne (12) m. EL t./i,*', fi x y\ ji^z' o. s. v. 

Men herved faar man Tdtryk af Formen 

fÅl af = Q å 



(13) 



hvor Q n Q 2 . . . Qnj-t ere lineære Funktioner af ^r, t/, z ... Skulle altsaa (13) og (I) 

være identiske, maa /*, og p kun være forskjellige ved en konstant Faktor, eller vi have 

/i = kft x , (14) 

Vidcnsk. Selsk. Skr., 6. Hække, naturvidensk. og raathom. Afd. V. 2. II 
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hvor k er en Konstant. Nu kunne vi sætte P x =» P 2 . . . = P n = 0, da er det Punkt, 

som er bestemt herved, el Dobbcltpunkt, hvis tilsvarende Dobbeltplan er P n +i = 0. Vi kunne 

nu for dette Punkt sætte 

x' = # , \f = y ... i/ — v . 

Den hertil svarende Værdi af p er en af Rødderne i (2), medens Værdien af//, er X. 

Vi have da, at kX er en Rod i Ligningen (2). Hvad der gjælder om /, gjælder 
selvfølgelig ogsaa om alle de andre Multiplikatorer. Det gjælder da kun om at bestemme 
Værdien af k. Det Led, der ikke indeholder^ i (2), er imidlertid 4:1, medens Koefficienten 
til /4 n+1 er 1, vi have derfor i alle Tilfælde 

aft . x . . . X = 1 , 

saa at k er en (n-f l)te Rod af Enheden. Multiplikatorerne ere imidlertid kun bestemte 
paa en Faktor nær, der er en (n + 1 )tc Rod af Enheden. Vi kunne derfor vælge Multipli- 
katorerne saaledes, at k = 1. 

Er en Transformation givet ved Ligningerne 

paf = a x x -\-b x y . .. l x v 7 

fiy' = a % x -f b % y ... l % v , 



og da 



puf ^= øn-nÆ-j- 6 w ^. l y ... UiP, 



(15) 



hvor Transformationsdeterminanten er 1, saa ere Transformationens 
Multiplikatorer Rødder i Ligningen 

a x — /£, b x . . . l x 



< a 



s > 



. • • VI 



. . . tn4-l 



- o, 



forudsat, at Rødderne i denne Ligning alle ere forskjellige. 

7) Naar en Transformation ved at ophøjes til mte Polens bliver identisk, siges den 

at være af mte Orden, forudsat, at den ikke bliver identisk \ed at ophøjes til en lavere Potens. 

Kan Transformationen skrives under Formen (12), er Betingelsen for, at den er 

af wite Orden, at vi have 

a m = /9 W ... = X m , 

og at ikke lignende Ligninger finde Sted, naar vi for m sætte p, p < m. 
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Da a m f} m . . . Å m — 1 , 

er a m = pr . . . = X m = , 

hvor er en (n-f l)tc Rod af Enheden. Er m og « + 1 primiske, maa man da have 

a = l/l . l/l , 

og da a kun er bestemt paa en (n-f l)te Rod af Enheden nær, kan man da lade a være 
en røte Rod af Enheden, i hvilket Tilfælde 

a m = pr . . . X m = 1 . 

Uvis altsaa m og (n-f 1) ere primiske, kan man sige, at Transformationen er af rotc Orden, 
hvis alle Multiplikatorerne ere primiske Rødder af Enheden, hvor det mindste fælles Multi- 
plum for Rodexponenterne er m. 

Er m og (n-f 1) ikke primiske, og man har 

™ = f> • tf ?? • • • 
n + 1 — p, q\ tf ... , 

hvor ;?, /?,, y,, ^ ... o. s. v. ere indbyrdes primiske Tal, saa er den nødvendige og til- 
strækkelige Betingelse for at Transformationen er af røtc Orden, som før sagt, at m er det 
laveste Tal for hvilket 

a m = pr . . . X m = 6 , 

hvor er en (n+ l)tc Rod af Enheden. Sætte vi 

= ^p . fl l . Ø s • • • i 
hvor <p er en /^tc Rod, Ø x en (^te Rod, 2 en <#te Rod o. s. v., have vi 

a = (p.tp.Ø^Ø^ ..., 

hvor ip er en /?de Rod af Enheden. 

Vi kunne her gjerne antage tp = 1, da vi vilkaarligt kunne mulliplicerc alle Multi- 
plikatorerne med en (n-f l)te Rod af Enheden. 

Da man skal have 

m 

hvor p er en ny røte R d af 0, og denne faas af den foregaaende, ved at multiplicere den 
med en ?ntc Rod af Enheden (idet alle nte Rødder af en Størrelse faas ved at multiplicere 
én røte Rod med de forskjellige Værdier for en mte Rod af Enheden), ses det, at Multi- 
plikatorerne i dette Tilfælde have Formen 

11* 
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X= == x x t , 

i 

hvor % er en q r **q r i+*i[.z . . . Rod af tinheden; a,, ^8 1 ... ere mtc Rødder af Enheden. 

8) Vi have hidtil behandlet Transformationerne under den Forudsætning, at alle 
Rødderne i (2) vare ulige store. Antages Rødderne at være lige store , vil , hvad der er 
sagt i det foregaaende, kun til Dels gjælde. 

Det ses saaledes, at hvis (2) kun har p ulige store Rødder, ^,, p 2 . ..^(jj< n-f- 1), 
vil Transformationen (1) have mindst p forskjellige Dobbeltpunkter, og ligeledes/) forskjellige 
Dobbeltplaner, svarende til de forskjellige Værdier af p (Multiplikatorer) , samt at der ikke 
mellem Koordinaterne tjl k saadanne Dobbeltpunkter (eller Dobbeltplaner) mellem de p, 
svarende til forskjellige Værdier af p, kan finde Ligninger Sted af Formen (9). 

Beviset herfor føres, ligesom naar alle Rødderne i (2) ere forskjellige. Derimod 
kan der godt til samme Værdi af p svare flere Dobbeltpunkler, saafremt p er en lige Rod 
i (2) (smlgn. 2)), og det er ikke sagt, at man altid kan bringe Transformationerne paa 
Formen (12). 

Vi skulle nu, naar (2) har Uge Rødder, særligt undersøge, hvornaar Trans- 
formationen ved Gjenlagelse kan blive identisk. 

Vi kunne tænke os, at venstre Side af ét af Dobbeltplanernes Ligninger er 

P x = X x æ+ Y x y ... V x v, (16) 

saa faar rnan , idet P[ betegner den Størrelse , hvortil P x transformeres , naar .», y, z . . . 

erstattes ved #', y', z\ . . . 

pF x = «P,, (17) 

hvad der ses paa samme iMaade som i 5). 

Vi kunne nu erstatte en af Transformationsligningerne (1) ved (17), og overalt for 
x sætte dets Værdi Funden af (16), saa faa vi 

fixf = a',P, + b\y . . . l\v 
fxz' --= a\P l +6' 3 y . . . /> 



fiv' = aj, + , P x + b'n+iy . . . C-h». 
Betragte vi nu Systemet af Transformalionsligninger 



(18) 



2i 
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nsf --* b \y •• • l \ v 
/**' = Ky • • ■ ?> v 



r (»9) 



og antage, at venstre Side af et Dobbeltplan for denne Transformation er Ligningen for 

P, = F,y ... V 2 v, (20) 

samt at 

hvor /'^ er fremkommet ved at transformere P« ved (19), ligesom før P, ved (1), saa er 
det let al se, at man i Systemet (18) vil have 

pP t = <P,+/9P,. 

Lade vi nu denne Ligning træde i Stedet for den 2den Ligning (18) og indsætte overalt i 
(18) y fundet af (20), vil (18) faa Formen 

/iP.-^P, +ØP, 

i*/ - d\p x +b" s p, ... r 3 v 



(21) 



Fortsætte vi paa samme Maade se vi tilsidst, at vi, hvorledes Rødderne i (2) end ere 
beskafne, altid kunne bringe (1) paa Formen 

(iP, = a,P, + ØP, 

pP, = a,P, +fi t P l + r P, 



A s= K 



Da man, naar 
ogsaa maa have 



«'= *, tf = y, ... t>' = 

* , = ir , , ir a = .Zj, . . . x n -{-i 

og de hertil svarende Værdier af p. ere bestemte ved 

I a— (i .... 

, a t ft — fx ... 



. . . Ai| 



n+1 



(22) 



— K 



»+i ) 



an+l /9n+| /'n+l • . • Å fl 

(a—fx)(fi—[A)(Y — fi) . . . (X— fi) = 0, ser man, at a, £, y . . . A ere Rødderne i (2). 



i (23) 
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Det *e* umiddelbart-, at /', -~ O er det Dobbeltplan, der svarer til «, idet den l*i<* Lig- 
ning rZ2) netop angiver, at ved <22> transformeres Plankoordinaterne for P x =* saa- 
ledes, at de oprindelige og de transformerede Plankoordinater blive identiske naar 
ft = a l smlgn. 3) ). 

Paa lignende \Iaade ses, at P t —- o er et i Systemet <19> til ft svarende Dobbelt- 
plan, idet her anvendes lignende let forstaaelige Betegnelser for de forskjellige Systemer, 
uagtet Transformationsdeterminanten for saadanne Systemer som (19) ikke behøver at være 1. 

Det ses ogsaa, at de Værdier af //, der gjøre y=*y, /=*... ^^ri Systemet 
i 10), ere de øvrige Rødder i (2) med Undtagelse af a. 

Vi kunne nu betragte Transformationen (1). for det Tilfælde, at (2) har lige Rødder. 

Lad os antage, at a er en lige Rod og 2 Gange Rod i (2), saa kunne vi sætte 
ft -- a. De 2 første Ligninger af (22) blive da 

f*K - aP x 

ftP 3 = a,P,+aP x . 

Betegne \i mi i Transformationen (22) de forskjellige Potenser (Ojentagelser af den) ved 
A 1 , A' å o. s. v., faa vi 

l*P< ■= a'P, 

ft F, = 2a«, P, + a'P, 



A' e= 



A* EJ 



fiP; = a'P, 

fiF, = Za'a,F, + a'P, 



ft K - a'P, 
AP s ifiF, = pa^a^+arP, 



I 



Da her pa p ~ l a 2 ikke kan blive 0, med mindre a t = 0, ses det, at ingen Potens af A 
kan blive identisk, med mindre « 2 =• og a er en Rod af Enheden. 

Tillige ses dette at være tilstrækkelige Betingelser for, at en Polens af A bliver 
en identisk Transformation, hvis de øvrige Rødder i (2) ere indbyrdes forskjellige og 
Rødder af Enheden. 

Betragte vi nemlig da Transformationen (19) og kalde Dobbeltplanerne i denne 

kan denne skrives 
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UK = aP, 

og den oprindelige Transformation 

fxF % = aP, 

( tP 3 = «,P, + r />, 
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Multiplicere vi nu den 1ste Ligning med p og lægger den til den 3die, have vi 

^ + pP-,) - («, + p«) P t + rA = r(A + a ' + r - p - a -p) ■ 

Bestemme vi nu p ved 

r 

P — > 

y— a 

og kalde vi P 3 + p^i = Qa> faar denne Ligning Formen 

som kan erstatte den 3*lie Ligning. Paa lignende Maade kunne de øvrige Ligninger be- 
handles. Vi have da Transformationerne (1) paa Formen 

,iP' % = aP u 



/iQn+t = ÅQn + l j 

hvorved Sætningen bevises. 

Paa lignende Maade gaas frem, hvis a er en />-dobbelt Rod, idet man saa ser, at 
man maa have 

a 2 = a * = fta = a * ^ ft* =* ■ • ■ a p = fip • • • d P = , 

samt at delte er den tilstrækkelige Betingelse, hvis de øvrige Rødder i (2) ere forskjellige, 
naturligvis i Forbindelse med, at Rødderne i (2) ere Rødder af Enheden. 

Findes der lige Rødder blandt de øvrige Rødder, kommer der endnu andre Be- 
tingelser af lignende Art til. Vi kunne nu imidlertid udtrykke de fundne Betingelser paa 
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en anden Maade , der gjør det let at vise , hvad der i alle Tilfælde er de nødvendige og 
tilstrækkelige Betingelser. 

Lad os kalde Rødderne i (2) Transformationens Multiplikationer. Ere p af disse 
lige store, kan man skrive ;; af Transformationsligningerne 

^ -aP t 



^F p = aP P 
og faa da ved at multiplicere disse med vilkaarlige Konstanter og addere 

ti(aP x +bP % ... éP x ) = a(aP } + bP t ... eP p ), 

som viser, at 

aP x + bP 2 ... eP t = 

ogsaa er et Dobbeltplan, eller at naar a er en p-dobbelt Rod i (2), maa der til denne 
.Multiplikator svare en (p — 1 )-dobbelt-oc Række Dobbeltplaner. 

Vi se da, at vi have som nødvendige Betingelser for at en Potens 
af en Transformation bliver identisk, at alle Multiplikatorerne ere Rødder 
af Enheden, samt, at naar en Multiplikator erp-dobbelt Rod i (2), at der 
saa til denne svarer en (p— 1 )-dobbelt-oc lineær Række Dobbeltplaner. 

Det skal nu vises, at disse Betingelser ogsaa ere tilstrækkelige. 

Kaldes Multiplikatorerne a, £, y . . . X , blandt hvilke flere gjerne kunne være lige 
store, saa kunne vi lade svare til hver af dem Planer saaledes beskafne, at der ikke mellem 
venstre Side af Ligningerne for saadanne Planer, der svare til samme Multiplikator, bestaa 
lineære Relationer med konstante Koefficienter. Efter hvad der er sagt i 8), kan der 
heller ikke bestaa saadanne Relationer mellem venstre Side af Ligningerne for saadanne 
Planer, der alle svare til forskjellige Multiplikatorer. 

Vi kunne nu endelig paa samme Maade som i 8) vise, at der heller ikke kan 
bestaa saadanne Relationer mellem venstre Side af Ligningerne for saadanne Planer, af 
hvilke nogle svare til samme andre til forskjellige Multiplikatorer, forudsat, saaledes som 
her, at der ikke bestaar lineære Relationer mellem venstre Side af Ligningerne for Planer 
svarende til samme Multiplikator. 

Vi kunne nemlig antage, at Ligningerne for disse Planer, i Antal k ere, 

X x *+Y iy ...V x v - 0, 
X^x + Y. 2 y . . . V 2 v = 0, 



Xi-æ + Y k y ... V k v = . 
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Vi ville nu vise, at vi da ikke kunne have, at følgende Relationer finde Sted 

a .X, ■+■ ØX 2 . . . eXt — 
a Y l + Y t . . . s Y t = 



87 



Vi kunne antage, at der ikke mellem færre af disse Størrelser kunne beslaa saadanne 

■ 

Ligninger. 

Multipliceres nu den første Ligning med A ly den anden med B x ... , den sidste 
med L l og adderes, faas 

Efter Forudsætningen kunne alle disse Værdier af Multiplikatorerne, /i n fi^ . . . /i k 
ikke være lige store. Antage vi nu /u* forskjellig fra p l , kunne vi mellem den sidst fundne 
Ligning og den første givne Ligning eliminere X*. 

Vi faa da en lineær Ligning mellem X x og en Del af de øvrige Størrelser af X, 
men ikke indeholdende X k . Det ses at denne Ligning ogsaa er rigtig, naar man ombytler 
-X med y, Z, . . . . Men dette strider mod Forudsætningen. Da vi nu, naar a er ^-dobbelt 
Rod i (2), til a kunne lade svare q Dobbellplaner, hvis Ligninger ere lineært uafhængige 
af hinanden, ses herved at være vist, at der existerer (w+ 1) Dobbeltplaner, hvis Ligninger 
ere lineært uafhængige af hinanden. 

Hermed er da bevist, at de gjorte Forudsætninger ere tilstrækkelige. Da man, 
naar venstre Side af Ligningen for et Dobbeltplan, svarende til Multiplikatoren a er P n 
lutr pP\ = aP n ses delte Dobbeltplan at maatte gaa gjennem alle de Dobbelpunkter, 
der svare til de andre Multiplikatorer; thi svarer et Dobbeltpunkt til Multiplikatoren ft og 
indsættes dets Koordinater i Ligningen /iP l = aP x , har man, da denne Ligning i dette 
Tilfælde skal være tilfredsstillet ved æ = ar', y = \f . . . v = t/, p = /9, 

som kun er mulig naar P x = 0. 

Omvendt ses det, at ethvert Plan, der gaar gjennem de Dobbeltpunkter, der svare 
til alle de øvrige Multiplikatorer undtagen a, er et Dobbeltplan, der svarer til «. 

Thi, analogt med, hvad der er vist om Dobbeltplanerne, maa der mellem de 
Dobbeltpunkter, der ikke svare til a, kunne udvanges w -)- 1 — g, hvis Koordinater ere lineært 
uafhængige af hinanden, naar a er en j-dobbelt Rod i (2), og igjennem disse w+ l— g 
Punkter kan der lægges en q — 1 -dobbelt- æ Række Planer, som da maa falde sammen 
med de omtalte Planer, thi disse danne ogsaa en q - 1 -dobbelt- oo Række. 

Analoge Sætninger med dem, der her ere udviklede om Dobbeltplanerne, gjælde 
naturligvis om Dobbeltpunkterne. 

Viclcnsk. Selflk. Skr, 6. Række, natnrvidenak. og mathem. AM. V. 2. f 2 
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Saaledes vil der til enhver Multiplikator, der er 7-dobbelt Kod i (2), svare en 
(q — 1 1-dobbelt- 00 Række Dobbeltpunkter. 

Kgjennem ethvert Dobbeltpunkt, der svarer til en Multiplikator a, ville alle de 
Dobbeltplaner gaa, der svare til alle de andre Multiplikatorer, og omvendt ville alle de 
Punkter, som ere fælles for alle de Planer, der svare til de andre Multiplikatorer, med 
Undtagelse af «, være Dobbeltpunkter, der svare til a. 

9) Indføres nye Koordinater ved at sætte 

px = a l x l + (j x y l . . . X l v l 
py = «2^i +Æ«#i ■•• ^2*1 



ville Multiplikatorerne blive uforandrede, saaledes som Ligningerne (12) vise. Vi kunne 
derfor sige, at Multiplikatorerne ere absolute Invarianter for Transformationen. . 

Vi kalde Planerne x = 0, y = . . . o. s. v. Koordinalplanerne. I det nye System 
ere altsaa or, = 0, y x = 0, . . . v x = Koordinatplaner. 

Det ses, at hvis Transformationen, udtrykt i det nye System, bringes paa Formen 
(I) ved at løse Ligningerne (I) eller (12) m. H. t. fix* x , fiy\ ... pv\ vil Determinanten for 
Transformationen vedvarende være 1. 
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IL Transformationernes Sammensætning. 



10) Vi ville nu søge at finde saadanne Grupper, hvor alle Multiplikatorerne i 
Transformationer henhørende til Gruppen have Modulus 1 , og hvor Transformationerne 
ere saaledes beskafne, at de kunne bringes paa Formen (12). 

Lad os antage, at 2 Transformationer henhørende til Gruppen, kaldes A og B. 
Vi ville særligt undersøge Grupperne, under den Betingelse, at der forekommer i det 
mindste en Transformation heri, hvis Multiplikatorer alle ere forskjellige. Vi kunne da 
senere, ved de specielle Undersøgelser over Grupperne undersøge, hvorledes det gaar, naar 
dette ikke er Tilfældet- (eller om der overhovedet gives saadanne Grupper). 

Vi antage nu om A , at alle dens Multiplikatorer ere forskjellige , og vi vælge til 
Koordinatplaner de n + 1 Dobbeltplaner for A. 



Vi kunne da sætte 



A == l 



px =■-- ax 

rf - fa 



v' = Åv 



og 



B == 



fix' =■ a x x -f b x y ... l x v 
fiy' — a 2 x + b % y ... l*v 



jxv' ' = a n + i æ-\- b n + iy 
hvor ZTs Multiplikatorer ere bestemte ved 

! a x — n b x . . . l x | 



Wiøj 



a 2 b t 



. . • c* 



-- o, 



en Ligning der kan skrives 

ft n + l — (a t +b t .../ Bf , )/*"+ ((o,ft t ) + (a,c,t. 



0, 



/ 



(24l 



12* 
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a i b x 



idel vi ved (a^s) (a t c 3 ) . . . o.s.v. betegne , f , 



tt 8 c 8 



. . . o. s. v., og betegne Under- 



dele rm in an terne i Transformationsdeterminanten véd tilsvarende store Bogstaver til Elemen- 
terne, medens øverste eller underste Fortegn svare til n -f 1 lige eller ulige. 

Da Ligningen (24) skal vedblive at gjælde, naar a ombyttes med (idet - er den 

konjugerede Størrelse til //, da dens Modulus er 1), og samtidig alle Størrelserne a n b l . . . 
ombyttes med deres konjugerede Størrelser, maa man have 

a i ~f~ ^2 • • • • *«+i ^ = ^ 1 4" &i • • • -^»+1 

M«) + («i«a) • • • — (AlBt) + l Ji'Q + • ■ • 



(25 



) 



idet altid den konjugerede Størrelse til en given Størrelse betegnes ved at sætte en Streg 
over den, ligesom i det følgende Modulus af en Størrelse betegnes ved at sætte den mellem 
to Streger. Altsaa |5j lig Modulus til b. 

Ligningen (25) maa nu ogsaa gjælde for A m B, idet vi forudsætte, at enhver Trans- 
formation i Gruppen har Multiplikatorer, hvis Modulus er 1. 

Man maa da have 



a m a l + £ ni £ 2 . . . ; w /„ +l = a m A l + p m B 2 . . . X m L«^ 



' (26)*) 



Ha m p m r m ( a i b 2 c ^ = 2 % a m Ø m r m {Å~B 2 C 3 ). 
Er nu A en Transformation af Ordenen p, p > n -f I, hvad den altid maa være, 
naar alle Multiplikatorerne ere forskjellige, kræver dette at 



a 



= A 1 



/. + i - Z-+ 1 ". 



(27) 



Det ses ogsaa, at hvis p er tilstrækkelig høj og alle Størrelserne «/?, ay ... for- 
skjellige, vil af (26) følge, at 

[a { b t ) = (A l B t ) , o. s. v. 

11) Lad os nu antage, at B og C ere to vilkaarlige Transformationer henhørende 
til Gruppen. Lad os antage, at C har Ligningerne 

fix' = a l æ-\~ f3 x y . . . l^v 



C = 



/il?' = «n+iÆ + #H-i# • • . ^»+1^, 



*) Naar et Punkt transformeres ved Transformationen A m B, forstaas hened, at det først transfor 
meres ved J3, derpaa ved A m . 
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saa kunne vi danne Transformationen CA m B. Det første Element i Transformations- 
determinanten til CA m B er da 

a m a l a l -f prfi x a % ... Å m Å l a n±l . 

Efter det foregaaende skal denne Størrelse være konjugeret med sin Underdeterminant i 

Transformationsdeterminanten for CA m B\ men denne Underdeterminant er det første 

Element i Transformationsdeterminanten for den omvendte Transformation B~ l A~ m C-*. 

Dette Element er 

ar m A l A l +p~ m B l A i ... J—M^h-i, 
og man har altsaa 



a m a l a l +/? w y9 l «^ ... Jl m ^ 1 c + i = a m \ l A l + / 9 WI B 1 ^., ... ^A^A,^, 
og ligesom før, da A er en Transformation af (n ■+ l)tc eller højere Orden, 









ad n» C være identisk med B, saa giver (28) 



(28) 



i 


= 


^ 


6,a a 


s= 


S, X, 


c t a z 


== 


C'.ii, 


^ ^n+l 


■■ ■■■ 


iy^n+i 



' (29) 



Disse Ligninger og de analoge, som faas ved at udtrykke, at de øvrige Elementer i Dia- 
gonalrækken i Transformationsdeterminanten for CA m B skulle være konjugerede med 
deres Underdeterminanter, udtrykke, at Produktet af 2 Elementer i Transformationsdeter- 
minanten for /?, der ligge symmetrisk m. II. t. Diagonalrækken, ere konjugerede med 
Produktet af deres Underdeterminanter. 

Lade vi C være den omvendte Transformation af i?, have vi 

a^A x 



^ a t A 



i 



CLfg/\i£ CLt^J^a 



(30) 



Disse Ligninger og de dermed analoge, som faas paa lignende Maade, udtrykke: At 
Produktet af et Element og dets Underdeterminant i Transformations- 
determinanten for -S, en vilkaarlig Transformation i Gruppen, er reel. 
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Thi dette finder Sted, naar en Størrelse er sin egen konjugerede Størrelse (og 
ikke er oc). 

12) Haves en Transformationsgruppe, hvis enkelte Transformationer betegnes 

A, Z?, C . . . o. s. v. , 
faas en hermed ligedannet Gruppe, idet vi danne alle Transformationerne 

FAF-*, FBF-t, FCF- 1 ... o. s. v. , 

idet F er en vilkaarlig Transformation, og F" 1 betegner den omvendte Transformation af F. 

[)e 2 Grupper vi saaledes faa, svare til hinanden saaledes, at der til hver Trans- 
formation i den ene svarer en Transformation i den anden, og saaledes, at der til en 
Transformation, sammensat af 2 Transformationer i den ene Gruppe svarer en Trans- 
formation sammensat af de 2 tilsvarende i den anden Gruppe. Det er let at se, at de til 
hinanden svarende Transformationer i de 2 Grupper have samme Multiplikatorer (hvad der 
lettest ses, naar Transformationsligningerne ere henførte til Dobbeltplanerne), idet man 
faar FAF~ { ved at anvende Transformationen F~ l paa begge Sider af Transformations- 
ligningerne for A. 

Man kan derfor betragte det andet System som en Transformatiou af det første, 
idet det anførte viser, at vi ved at gaa over til dette kun indføre et nyt Koordinantsystem. 

Dobbeltpunkter og Dobbeltplaner i det nye System ere Transformationer af de til- 
svarende Størrelser i det oprindelige System ved Transformationen F. Thi lad os antage, 
at et Dobbelpurikt P for Transformationen A ved F transformeres til P y saa vil P ved 
F~ l transformeres til P, ved A lades P uforandret og ved F transformeres P tit P. 
Altsaa er P et Dobbeltpunkt for FAF~K 

Vi kalde det, at danne en ligedannet Gruppe med en giveu ved at underkaste alle 
den sidste Gruppes Transformationer Operationen F — /'- 1 , at transformere den ved F. 

13) Vi ville nu undersøge, hvornaar en Transformation A bliver uforandret ved at 
transformeres ved en Transformation F, Skal A blive uforandret ved Transformation ved 
F, maa den have de samme Dobbeltpunkter efter Transformationen som før Transfor- 
mationen. 

Vi se altsaa, at den bliver uforandret, hvis F har de samme Dobbeltpunkter som A. 

Hvis F ikke har de samme Dobbeltpunkter som A, maa den ombytte de Dobbelt- 
punkter indbyrdes, den ikke har fælles med A. Ombytter den kun saadanne Dobbelt- 
punkter, der svare til samme Multiplikator, vil A ogsaa blive uforandret. 1 andet Tilfælde 
maa F kredsforskyde saadanne Dobbeltpunkter, hvis Multiplikatorer kun ere forskjellige 
ved en Faktor, der er en (« -f- l)tc Kod af Enheden. 
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Lad os antage, at F forvandler Dobbeltpunkterne 

P til P, , P x til P 2 ... Pr- i til Pr, Pr til P, 

saa maa man have, naar der til P svarer en Multiplikator rø, og a er en (n -f l)te Rod af 

Enheden , 

at der til P x svarer ma 

- P 2 — ma* 

— P a — ma* 



— /> — ma r . 

Skal nu FA F~ x være identisk med P, saa maa man , da Multiplikatorerne kun ere be- 
stemte paa én Faktor nær, der er en vilkaarlig (n -f l)te Rod af Enheden, og da i FAF~ X 
P x faar Multiplikatoren w, have, at alle Multiplikatorerne for FAF~ % blive identiske med 
dem for A ved Multiplikation med a. Man maa da have 

ma r + ! = m , 
saa at 

men da r-t- 1 < n+ 1 , er kun FA F~ l === A, hvis (r + I) er et Submultiplum af (72 + 1). 

Har A flere Dobbeltpunkter end de her omtalte r -f- I , maa disse kredsforskydt\s paa 

samme Maade, saa at i dette Tilfælde Dobbeltpunktcrne maa deles i Grupper paa r + 1 

og r 4- 1 , hvis Multiplikatorer alle ere forbundne paa samme Maade som ved den om- 
talte Gruppe. 

Er der p saadanne Grupper paa r -f 1 Punkter, maa man have, naar de tilsvarende 
Multiplikatorer ere 



771], 771 2 • ■ • m V 

m l a, m 2 a . . . m p a 



\ (31) 



m i « r > m i<f • • • %a r } 
at r 

(m l .m t ... m 7 ,) r + t a* = 1 , 

hvorved er bestemt. en Relation mellem m { , m t ... nip. 

Ved dette sidste er nærmest tænkt paa det Tilfælde, at alle Multiplikatorerne vare 
forskjellige; men, som det ses, kan det ogsaa nemt anvendes, naar flere ere lige store, 

14) Vi ville nu undersøge, hvad der er af Vigtighed for det folgende, hvorledes 
det forholder sig, naar et eller flere Elementer i Transformationsdeterminanten ere for 
alle Transformationerne i en Gruppe. Vi kunne antage, at Elementerne a n a 9 ... a n og 
de tilsvarende Elementer ikke ere for a(le Transformationer i Gruppen, men at derimod 
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a rt i, a r+2 . . . tfit+t og de tilsvarende Elementer ere for alle Transformationer i Gruppen. 
Vi kunne altid ordne Transformationen paa en saadan Maade, at i den første Søjle de 
Elementer, der ikke ere i alle Transformationer komme først. 

Er nu C én vilkaarlig Transformation i Gruppen (Koefficienterne i C betegnes ved 
«,, /?! . . . o. s. v.) og dannes CA m B, hvor A og B have samme Betydning som i (10), 
faas for det Element, der svarer til a r +i 



pnftr+ia* + r m 7>-H a 8 + • • ■ e m e r +t<tr = , 



(31) 



idet de øvrige Led af denne Størrelse falde væk, da a rAri --= a rf2 ... o*-h =- 0. Men 
heraf følger, at 

da Ligningen (31) skal gjælde for alle Værdier af m. fi r±t og a 2 kunne nu være Koef- 
ficienter i ganske vilkaarlige Transformationer hørende til Gruppen, og da a. t ikke er 
for alle Transformationer, maa /9 r +i være det. Paa samme Maade ses at 



7>-H 



Ør+l . . . = £r+t = 0. 



Man faar da ligeledes 



/?rf-2 ™ Tr+* = • . • £r+2 ~- 



ftn+l = fn-f-l — • • • Sn+1 = , 

d. v. s. for de sidste n+\ — r Rækker i enhver Transformationsdeterminant hørende til 
Gruppen er de første r Elementer 0. 

Transformationsdeterminanten for B ser da saaledes ud 

l a l b l c 1 ... e l f l g x . . . / t | 

1 ^2 ^2 ^2 ' * • ^2/2 02 • • • '2 



a r b r c r 


• ■ • #r J r @r • • 


lp 





... J r \i g r +\ • 


• • 'r+i 





... /r+2 ffr-f-2 ■ ■ 


• 'r+2 



(32) 



,000 ... fn+l <7«+i . . . 4+1 

Til Exempel hidsættes, hvorledes Transformationsdeterminanten maa se ud for en Mang- 
foldighed af 4*le Orden, naar Elementerne svarende til a 4 , a b skulle være i alle Trans- 
formationer. Den maa være 
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a y b x c x d x e x 
a 2 b 2 c 2 d 2 e 2 

a B *8 C 8 ^3 ^8 

O O O d 4 e 4 
O O O d b e 6 . 

Det ses tillige, at hvis Transformationsdeterminanterne for 2 Transformationer have 
Formen (32), vil Determinanten for disse 2 Transformationers Produkt have samme Form. 

Endvidere ses det, at alle Elementerne i Produktet af de 2 Transformationer sva- 
rende til Elementerne i Determinanterne 



1 1 V | • . . • 'l 



a 2 b 2 c 2 



og 



fr+i gr+l .-.. ^r-f-l ' 
/r+2 <7r+2 • • • • «r+2 



Mf« Of« U|» • • • • €f I 

t 

ere uafhængige af Værdierne af de lil 

j 2 g 2 . . . . l 2 

Jr ffr .... «r 

svarende Elementer i de 2 Determinanter. 

Hvad der her er sagt om Produktet af 2 Transformationer, hvis Determinant er af 
Formen (32), kan naturligvis udvides til at gjælde om Produktet af et vilkaarligt Antal 
Transformationer, hvis Determinanter ere af denne Form. 

Vi ville i det følgende i de almindelige Undersøgelser ikke videre beskjæflige os 
med Transformationsgrupper, hvis Transformationer alle have Determinanter af Formen (32), 
eller hvor altsaa i alle Determinanterne et Element f. Ex. det, der svarer til a r er 0, idet 
Undersøgelsen af saadanne Grupper af n Variable altid kan føres tilbage til Undersøgelsen 
af Transformationsgrupper for et ringere Antal Variable. 

Vi ville derfor i det følgende forudsætte, at ikke alle Elementer svarende til et 
Element, f. Ex. ff r , i en Transformationsdeterminant ere 0. 

Vi kunne da ogsaa forudsætte, at vi ikke kunne have et Element i en Transfor- 
mationsdeterminant lig 0, uden at den tilsvarende Underdeterminant ogsaa er 0. Thi var 
f. Ex, a 2 r= o uden at A 2 var 0, maatte ifølge (28) y9, være 0, det vil sige Elementerne 
svarende til b x maatte være O for alle Transformationsdeterminanter i Gruppen. 

15) Vi antage nu, at en Gruppe indeholder de i 10, nævnte Transformationer A og 
J5, og at vi transformere Gruppen ved Transformationen 

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. ojr mathem. Afd. V. 2. 13 
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F =e 



pat = px 

k/ = py 



fXlf = tø, 

hvor p, (7, . . . £ ere ganske vilkaarlige Konstanter (der dog ikke kunne være 0). Produktet 
af p . q . h . . . t behøver ikke at være 1. 

Transformationen A bliver herved helt uforandret, roedens B bliver til 

pl x v 



^ = a x x +2h* + Ph± 



t 



ql t v 



/*-**- +*.* + q -^-. q - t 



p q 

qa 2 



• • 'n+l #• 



Det ses, at medens a 2 bliver erstattet ved — -, bliver j4 2 erstattet ved 



p/1 



da bestemme 



P P 



. . . o. s. v. saaledes at 



— o. 



-a, 



P-A 



3 



Vi kunne 



saaledes at altsaa alle Elementerne i den første Søjle af den transformerede Transforma- 
tionsdeterminant faa samme Modulus som deres Underdeterminanter, under den i 14) gjorte 
Forudsætning. 

Idet det ved de følgende Undersøgelser er ligegyldigt, om vi betragte den oprin- 
delige eller den transformerede Gruppe , sætte vi denne i den oprindeliges Sted og antage 
altsaa at 

l*ll — \ A l\l I «2 I — l^ll-'-K+il = M«+l|- 

Det følger da af (30), at 

a, = A x a t = zizA 2 . . . a w+ i = ^ J«+i, (33) 

og af (28) ses, at det samme maa finde Sted for en vilkaarlig Transformation i Gruppen, 
hvis ingen af Elementerne a n a t . ..a n+1 ere 0, saa at man altsaa har 

«i = A, a s == =bA 8 .. .a»-H n =4= A»+i, (34) 

idet tillige Fortegnene i begge Ligningerne (33) og (34) svare til hinanden. 



/ 






r 

/ 
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Skulde en af Størrelserne a x , a 2 . . . «„+i, a p , være O, maa der findes Transfor- 
mationer, for hvilke det tilsvarende Element a p ikke er 0, og vi kunne da bestemme a p 
saaledes at det er konjugeret med sin Underdeterminant med positivt eller negativt Fortegn 
saa at Ligningerne (33) og (34) i alle Tilfælde bestaa samtidigt, og Fortegnene ere de 
samme for alle til hinanden svarende Elementer. 

Vi danne nu Transformationen C- l A m B. Det Element, der svarer til a 2 i C~ l A m IFs 
Transformationsdeterminant er 

a m B l a l -f /S^B,«*, . . . i m Bn^ia ni .i. 
Da det skal være konjugeret med sin Underdeterminant med positivt eller negativt Fortegn, 
maa man altsaa have 



««B 1 a 1 + /? w B 2 a 2 . . . i-B. + ia. +1 = ± («"/?, 4 1 + p*b t A t . . . + iV«+A+i)- 
Ligesom før faas heraf 

B 2«2 = ±#2^2 



(35) 



Ligningerne (35) vise, hvis ingen af Størrelserne a,, a t . . . cr R+1 ere 0, at man for enhver 
Transformation i Gruppen maa have fi l} ft t . . . ft H + t konjugerede med sine Underdeter- 
minanter med positivt eller negativt Fortegn. 

Skulde en af Størrelserne, a p , være 0, kan man ligesom før erstatte den med en 
tilsvarende Størrelse a P , der hører til en af de øvrige Transformationer i Gruppen og ikke 
er 0. Ved at betragte de Ligninger, som faas ved at danne Elementerne svarende til 
a 3 , a 4 . . . a u + t i C^ i A m B 1 ses paa lignende Maade, at man maa have, at ethvert Element 
i Transformationsdeterminanten for C er konjugeret med sin Underdeterminant med positivt 
eller negativt Fortegn. 

I (35) gjælder + eller -7- eftersom man har a % = ± A 2 . Man skal i alle Lig- 
ningerne (35) bruge det samme Fortegn. 

Det ses da, at alle de tilsvarende Elementer i 2den Søjle af Transformationsdeter- 
minanten ere konjugerede med deres Underdeterminanter med samme Fortegn som skal 
bruges i første Søjle, eller alle med modsat Fortegn af hvad der bruges i første Søjle, 
eftersom i (35) -f eller — Tegnet er det gjældende. 

Hvad der her er sagt om anden Søjle, gjælder naturligvis almindeligt. 

Da ft v a 2 = Bj^4 2 (se 28), ses J3 t og a v begge at maatte være konjugerede med 
deres Underdeterminanter med samme Fortegn, eller man har almindeligt, at 2 Elementer 
i en Transformationsdeterminant, som ligge symmetrisk m. H. t. Dianogalrækken, ere begge 
konjugerede med deres Underdeterminant med samme "Fortegn. 

13* 
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16) Idet vi stadigt antage, at intet Element er O i alle Transformationsdeterminaii- 
terne, og at derfor et Element og dets Inderdeterminant altid samtidigt ere 0, kunne vi 
fremsæ.te de Hesultater, hvertil vi ere komne, paa en meget simplere Maadc. 

Sætte vi nemlig 

/ -= xx + e t yy + e t zz. . .€»rt>, (36) 

hvor £,, e 2 . . . e» er i 1. eftersom Koefficienterne til o?, y, ... i den første af Transfor- 
mationsligningerne for en vilkaarlig Transformation B (se 10) i Gruppen er konjugerct med 
sin Inderdeterminant med positivt eller negativt Fortegn, saa skulle vi vise at/ bliver 
uforandret, naar vi for .r, y . . . sætte fix\ pif . . . o. s. v. , idet samtidigt #, y . . . o. s. v. 
erstattes ved de konjugerede Værdier px\ py'... o. s. v. Man skal altsaa have 

f=*f*M \*'* + *\M + ** & • • • e»v'v'l (37) 

Dette kræver, at 



a l a l 4 e x a^a t . . . e,,tf» + iø*n = 1 
b l b l + e x 6 2 6 2 . . . e n b n +ib n +i — e, 



\ (38) 



M M H" *1 ^2 ^2 • ' * e » *»+l ^"+1 ~ € » J 



o« at 



a l c l -\- e x a^c t -f e 2 a 3 6' 2 . . . s»a«+t c ni-i = 



^i c i + £i*« c s + e 2 6 8 c?3 . . . e n b n +ic n +i == 0. 



(30) 



Ligningerne (38) angive nemlig, al Koefficienterne til xx, yy . . . i (37) ere lig med 
de tilsvarende i (36), og Ligningerne (39), at Koefficienterne til xy, xz... i (37) ere 0. 

Men da 



A<£ — ^1^2 • • • •"»+! — Sn^n 



+ 1 



2 



B x = e x b t , B 2 = e 1 b t . . . -6 n ^-i = e l en^n+i 



ii = Éii'ij ^ 2 = e n £i^ 2 '«. ^n+l — fin*« fi 

ses herved, at baade (38) og (39) ere rigtige. 

Omvendt ses det, at hvis Størrelserne fix { ', py' . . .fiv' indsatte for x, y, z . . . o. s. v. 
i (36), medens fix', pi/ . . . indsættes for x, y ... , lade disse identisk uforandret, maa 
Koefficienterne for Trjmsformationen, B, opfylde de i 15) fremsatte Helingeiser. 
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Thi da Ligningerne (38) og (39) gjæide, har man f. Ex. 



a \ a \ + £\ a » a 2 + e 2 a 3 a 3 ... £ n a n+i fl B+ , =* 1 

a l ^1 + e l a 2 ^2 + s 2 a H *8 ■ • • enOn+t&n-H = O 

a i 'i + s i a * '2 4- £3^3/8 • • • ffi»^»+i/»+i = 0. 

Betragtes i (40) a x , e^, e 2 a 8 ... e»a w+ , som Ubekjendte, faas heraf 



(40) 



e, a„ e= 



e n ^n-Hi = 



i«+i 



j^ 5 & i **2 — jj ' ' ' cn ^ B_ f" 1 /y > 

hvor 7> er Transformationsdeterminanten. Er nu Transformationen, som forudsat i 1), 
bragt paa en saadjm Form, at D = 1, har man altsaa 

a t = A l ^ e 2 a 2 = A 2 . . . e»a n +i == ^ n +t , 
og paa samme Maade ses alle de andre Koefficienter at være konjugerede med deres 
Underdeterminanter i D med passende Fortegn, og at disse Fortegn bestemmes som før, 
naar man f. Ex. kjender de Fortegn, som bruges ved Koefficienterne i den første Transfor- 
mationsligning. løvrigt ses, at selve den Betingelse, at fisc\ py f . . . o. s. v. indsat for 

#, y . . . o. s. v., paf, fiy\ ... o. s. v. indsat for #, y ... o. s. v. , skal lade / uforandret, 
medfører | D \ = 1. 

Man har nemlig 



a i a i +*i a 2 a 2 • • ■ Sn^M-iOn-H, *\b x + t x a^b t . . . e„a tt+ i6 n+ i , 



*i a i + €,6 2 a 2 • • • ei»6„+ia n+1 , b l b l + e 1 b 2 b 2 . . . fin&iM-i^H+i > 



■ • a i'| 4" £i a *^2 • • • ^» a n+i'»-M 



^1 «i 4" £i' 2 a 2 " " • ^»'fi+i^n-f-1 ? 'i^i + €i'2^2 • • • £» «n-J-l ftn+l j . - - /j /j + e t ^ 2 / 2 . . . eJn-\-iU^{ 
= 1 * £ i ... £n — I.£j . £ 2 . . . £n U ' U . 

Vi ville nu anvende de i det foregaaende udviklede Principper, der forøvrigt passe 
ligesaa godt paa diskontinuerte Grupper, til at finde de endelige Grupper af 1 og 2 Variable. 

Af disse ere de endelige Grupper af 1 Variabel kjendte fra Kleins Undersøgelser. 
Han kommer som bekjendt til at konstruere alle endelige Grupper ad geometrisk Vej, 
nemlig ved at vise deres Sammenhæng med de regulære Polyedre. Tilsyneladende er 
Kleins Raisonnementer simplere end de her fremsatte; men deres Simplicitet kommer 
egentlig kun deraf, at man i Forvejen kjender de regulære Polyedre nøje. Vare disse 
ubekjendte vilde vistnok Konstruktionen af Grupperne ved geometriske Raisonnementer 
være vanskelig nok. 

Her skal Gruppernes Antal og Beskaffenhed udledes ad rent algebraisk Vej. 
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III. De endelige Transformationsgrnpper, hvorved en ret Linie 

4 

transformeres til sig selv. 



17) Vi ville antage, at 2 Transformationer i Gruppen ere A og B (dens Grund- 
transformationer), og at Gruppen kan lænkes fremkommet ved Sammensætning af disse 1 ). 

Idet A og B skulle transformere en ret Linie til sig selv, kunne vi tænke os dem 
bragt paa Formen 



Å = i 1 ** = a »* + *ty B 



i paf = ax 

= l M' = fin- 



Vi kunne da for det første se, at vi ikke i A kunne have a 2 = O, uden at ogsaa 
b x er 0. 

Thi i dette Tilfælde er a x og b 9 Æs Multiplikatorer. Da disse skulle være Redder 
af Enheden , naar Gruppen skal være endelig , og Æs Determinant skal være 1 , har man 
a x = b 2 . Man har da 

A -t s i P* = a i* — b iy 

\ fir/ = a x y, 

og sætte vi C e-= BAB~ i A-\ har man 

Man har nemlig a = /9, da a og /9 ere Z?'s Multiplikatorer, og a;9 altsaa lig L 
Skal nu C hore til en endelig Gruppe, maa man have 

b x {a\—\) — 0. 

Man kan ikke have «* — 1 = ; thi da maatte y9 være lig a , og B være en identisk 
Transformation.. Vi maa altsaa have b x = 0. a 2 og b x ere da paa samme Tid, og vi 
kunne da ifølge foregaaende Afsnit altid forudsætte 

*> - ! a * !'' = «• 



1 ) Vi skulle senere se, at vi ikke behøve flere end 2 Grundtransformationer. 
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Da Æs Multiplikatorer d og a' ere Rødder i Ligningen 



maa man desuden have 



hvor a' er en Rod af Enheden. 



a i + *2 = «'+«', 



Hvis Multiplikatorerne ere ulige (2n + l)te Rødder af Enheden, er Transformationen 
af (2n+ l)te Orden; ere de lige 2nte Rødder af Enheden, er Transformationen af »te Orden. 

Ligningen D = 1 kan skrives 



a 



±IM 2 = ». 



(41) 



Vi skulle nu først vise, at hvis Gruppen skal være endelig, maa man altid have 

b x ^. (42) 

Af (41) ses, \a x | > 1 hvis b x = a 2 (med mindre Gruppen kun bestaar af Trans- 
formationen af samme Form som B). Lad os danne Transformationen 

ABA-}B~i, 

saa er dennes Transformationsdeterminant 



a t a, b v a 
a 2 «, b 2 a | 



a s^2 — a t^^ a< 



—a 2 a, a x a 

a x b 2 — 6 1 a s a s , — a x b x a* + b l a l 

»* a^b^—a^b^ 

hvis Elementer ere Koefficienter for Ligningerne for ABA^ i B~ i . Antages nu b x = 
pé* 1 9 a* = e* r , faar man, at Summen af det første og det sidste Element i denne Deter- 
minant er 

2 | a x | 2 — 2p* cost;, 

og da ifølge (41) 

l«ti 2 -/>*= 1, 

2 l ff il 2 — 2 />* cos tf > 2, 
med mindre ø = 0, eller /> =» 0. 

Men 

2 | aj |* — 2/>* cos i; = a x + a x , 

naar «, er en af Multiplikatorerne for ABA- K B- K . Denne sidste Ligning er da kun 
mulig, hvis v — 0, eller /> = 0. I første Tilfælde er Multiplikatorerne for Æ±t> £ en 
identisk Transformation. 

Man maa da have, idet, efter det foregaaende, p = heller ikke kan bruges, da 
A og B saa have samme Dobbeltpunkter, at b l = a 2 er en Umulighed og allsaa 

b x = — a 
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Vi have da Sætningen: 
Skulle Transformationerne 

~ \ Ml/ = a,^ 4- b 2 y 
og 

z? ^ f tiX ~ ax 

hare til en endelig Gruppe, maa man have 

a x = 6 2 , b y = — q 2 

l'.l'+IM'- '• 
Det ses, at naar vi i 

/ = xx + yy 

sætte [xaf for #, fitf for y, bliver/ uforandret. 

Naar A ombytter JB's Dobbeltpunkter, maa A* være identisk, idet A* har JS\s Dob- 
beltpunktcr til Dobbeltpunkter, og desuden de samme 2 Dobbeltpunkter som A, forskjel- 
lige fra 2? s Dobbcltpunkter , og en Transformation, der transformerer en ret Linie til sig 
selv, ikke kan have flere end 2 Dobbeltpunkter uden at være identisk. 

Skal A ombytte S's Dobbeltpunkter x = og y = 0, maa den have Formen 

Omvendt ses det let, at enhver Transformation af samme Form som den her nævnte, A x 
er af anden Orden, idet b x = — a^. 

18) Efter at have bestemt Formen for de enkelte Transformationer hørende til en 
Gruppe, ville vi søge at løse det Problem: 

Hvilke mulige endelige Grupper existerer der, hvis Transformationer transformere 
en ret Linie til sig selv. 

Lad os først antfigc, at Gruppen indeholder en Transformation A af højere end 
2den Orden, saa kunne vi transformere A ved alle Transformationer i Gruppen, d. v. s. 
danne alle de ligedannede Transformationer C == BAB~ l , idet B er en vilkaarlig Trans- 
formation i Gruppen. Indeholder Gruppen N Transformationer (den identiske Transfor- 
mation medregnet), ville vi have N Transformationer C, som dog ikke alle ville være 
forskjellige. 

Vi kalde alle de forskjellige Transformationer, som cre dannede af samme Trans- 
formation A ved at transformere den ved alle Transformationer i Gruppen , en Samling 
hørende til A. 
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Vi ville nu bestemme, hvor mange Transformationer der høre til den Samling, 
hvortil A hører. 

Vi antage, at A er af wte Orden n > 2. 

Vi se nu for det første, at vi faa samme Samling ved at gaa ud fra en vilkaarlig 
Transformation hørende til Samlingen. Thi hører C til Samlingen dannet ved A som 
Udgangspunkt, vil den ogsaa høre til Samlingen dannet fra D som Udgangspunkt, naar 
D og A høre til samme Samling. Man har nemlig da 

• BAB- 1 Es C 

B t AB T < . D, 

hvor B og B x ere 2 Transformationer hørende til Gruppen. Men heraf faas 

A = B-^CB = B-*DB X , 
C = BBr'DB.B-^ 

hvorved Sætningen bevises, idet BB~ X atter er en Transformation hørende til Gruppen. 

Ligeledes ses, at der gives lige mange Transformationer i Gruppen, som lade enhver 
Transformation i Samlingen uforandret. Thi ere atter A og C Transformationer i samme 
Samling, saa at man har 

C = BAB~\ 

og lades A uforandret ved Transformationen ved D, altsaa 

DÅD-* b A, 
saa har man 

A == B-tCB, 
og altsaa 

DB-tCBl}-* B B-tCB 

BDB-iCBD-iB-*^- C, 

saa at C lades uforandret ved BDB~ y . Da nu tillige 2 Transformationer BDB~ X og 
BD l B" i ikke kunne va^re identiske, hvis D og D x ikke ere det, svarer til hver Trans- 
formation, der transformerer A til sig selv, een Transformation, der transformerer C til 
sig selv. 

Dannes nu den Samling, hvortil A hører, vil det være let af se, hvor mange 
Transformationer den indeholder. 

Vi antage A af nteGrad n > 2, da kan A kun lades uforandret ved Transformation 
af saadanne Transformationer, der have samme Dobbeltpunkter som den. 

Vi kunne tillige antage om A, at kun dens Potenser have samme Dobbeltpunkter 
som den. Thi havde 2 Transformationer A og B samme Dobbeltpunkter og vare 2 Mul- 
tiplikatorer henholdsvis for A og B a og /9, hvor a og ft ere Nødder af Enheden, saa 

Vidensk. Selsk. Skr. f 6. Rekke. naturvldensk. og inathem. Afd. V. 2. 14 
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ti!'!* en Multiplikator for .4*/?* tære o^. idet \i antage, at a os J stare til samme 
DobbHtpnokL 

\are nu A 02 B af Ordenerne n og «j, Ji mindste fælles delelise Tal for » og 
»,, *aa *e* det, at p ox q kunne bestemmes saaledes, al A? & er af J/t* Orden. Thi er 

» = tf tf tf - - ? 

h*or />,, p t , /i a . . . ere Primtal, vil ^ * r * . . . være af Ordenen p, . og der \il altsaa være 
en Poten* af A, som er af Ordenen />*, en af Ordenen tf ... o. s. v.. medens oimendt 
Produktet af 2 Transformationer med samme Dobbeltpunkter men af Ordenen p?. tf ere 
af Ordenen /?*, tf;. 

Endvidere ses det, at af 2 Transformationer af samme Orden n med de samme 
Dobbeltpunkter, den ene altid er en Potens af den anden, da en hvilkensomhelst primisk 
ftt« Rod af Enheden altid er en Potens af en anden primisk nte Rod af Enheden, og endelig 
*es det ted lignende Betragtninger, at naar 2 Transformationer have samme Dobbelt- 
punkter og Ordenen af den ene n er et Multiplum af Ordenen m af den anden , vil den 
sidste være en Potens af den første. 

Men da fremgaar det, at naar p og q ere bestemte som ovenfor omtalt, baade A 
og 13 ere Potenser af C s= A*B 9 . 

Vi kunne altsaa altid, blandt de Transformationer, der have samme Dobbeltpunkter, 
vælge en saaledes, at alle de andre ere Potenser af denne, og vi kunne nu netop antage 
A saaledes valgt. Da der nu findes n saadanne Potenser af A , vil der altsaa i Gruppen 
findes n Transformationer, der transformere A til sig selv. Altsaa ville vi ved at trans- 
formene A ved alle Transformationer i Gruppen faa A n Gange gjentaget, og lige saa 
ofte ville vi da faa enhver anden Transformation i Samlingen, hvortil A hører, gjentaget. 

Kaldes Antallet af Transformationer i Samlingen S. have vi da nS = A 7 , eller 

N 
S ---- —. Alle Transformationer i Samlingen have de samme Multiplikatorer. \i kunne 

da ikke faa to Transformationer i Samlinger, der have de samme Dobbeltpunkter, uden at 
den ene er den omvendte Transformation af den anden, idet ved Transformationer, der 
alle transformere den rette Linie til sig selv, kun saadanne Transformationer baade kunne 
have samme Dobbeltpunkter og de samme Multiplikatorer, men naturligvis saaledes at den 
til samme Dobbeltpunkt svarende Multiplikator er forskjellig i de 2 Transformationer. 

Skal Samlingen da baade indeholde en Transformation og dens omvendte Trans- 
formation, maa Gruppen indeholde Transformationer af 2den Orden, idet kun en Transfor- 
mation af 2<len Orden indbyrdes kan ombytte to Punkter. Er der da ikke nogen Transfor- 
mation, der ombytter Dobbeltpunkterne for A, maa alle Transformationerne i den Samling, 
hvortil A hører have forskjellige Dobbeltpunkter. Den Samling, man faar ved for A at 
sætte en Potens af A y maa da ogsaa indeholde S Transformationer, som alle ere forskjel- 
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lige fra dem der forekomme i Samlingen, hvortil A hører, idet den kommer til at bestaa 

af Potenser af alle Transformationer i Samlingen, hvortil A hører. Disse Samlinger inde- 
ni 1 

holde da alle tilsammen A 7 Transformationer. 

n 

Vi ville for Fremtiden kalde de Samlinger, som tilhøre Transformationer med 
samme Dobbeltpunkter, for Samlinger der tilhøre disse Dobbeltpunkter, eller for Samlinger 
der tilhøre en enkelt Transformation med disse Dobbeltpunkter. Er der én Transformation 
af 2den Orden, som ombytter Æs Dobbeltpunkter, vil den Samling, man faar ved for A at 
sætte A~ l , falde sammen med den Samling, hvortil A hører. 

Er derimoe A* ikke den omvendte Transformation af A. vil den Samling, hvortil 
A p høre, indeholde S Transformationer forskjellige fra dem, der forekomme i samme 

Samling som A , medens A* og A n ~p høre til samme Samling , uden at være identiske 

n 
med hinanden. Dette finder dog kun Sted hvis ikke n lige, og p = ^ . I dette Tilfælde 

bliver A* af anden Orden og falder sammen med sin omvendte Transformation. Samlingen 

hvortil A* hører, kommer da i dette Tilfælde til at indeholde -r- Transformationer. 

Hvad enten n er lige eller ulige komme de Samlinger, der tilhøre A (eller dens 

Dobbeltpunkter) i Alt til at indeholde -- — N Transformationer 1 ). 

Tilbage staar da kun at afgjøre, hvor mange Transformationer en Samling inde- 
holder, der tilhører en Transformation af 2den Orden A % naar A ikke er en Potens af 
nogen anden Transformation hørende til Gruppen. 

Er der nu ikke nogen Transformation i Gruppen, der ombytter A's Dobbelt- 

N 
punkter, faas ligesom før, at den Samling, hvortil A hører, indeholder -^ Transformationer. 

Er der en Transformation B i Gruppen, der ombytter A's Dobbeltpunkter, kunne 
vi tænke os A transformeret, saa at A har Formen 



B maa da have Formen 

B = 

idet 161 = 1. 



i i«y — — % y- 



Skulde en Gruppe indeholde en Transformation til, C, som ligeledes transformerede 
A til sig selv, maatte den have Formen 



n — 1 N n—2 

J ) Nemlig enten for n ulige -^r— Samlinger hver paa — Transformationer, eller for n lige ■— — 

«* w 2 

N . N 



Samlinger paa — og 1 paa -~ Transformationer. 
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c | fix' - cy_ 

\ Pif ~ — car- 

Men da havde man 

Da flC har samme Dobbeltpunkter som -d, og efter Forudsætningen ingen anden 
Transformation maatte have samme Dobbeltpunkter som A, man maa altsaa have 

bc = -J- z. 

Vi kunne gjerne sætte -f- i, da vi faa samme Transformation /?, ved at ombytte b 

med — b. Dette giver 

b = ic. 
.Men i dette Tilfælde er 

C = AB, 
og vi have 

AB = BA, 
da 

BAB.-^ A. 

Vi se da, at der er \ Transformationer i Gruppen, der transformere A til sig selv, 

den identiske Transformation A. B og A B. Den Samling, hvortil A hører, indeholder 

N 
saaledes — Transformationer. 
4 

19) Det er herefter let at bestemme, hvilke mulige endelige Transformationsgrupper 

der gives. 

Man maa nemlig have, naar Gruppen indeholder Transformationerne 

af Ordenen 

tij , fi 2 . . . , 



hvis Dobbeltpunkter ikke ombyttes ved nogen Transformation i Gruppen, 
og Transformationerne 

af Ordenen 



«*,, m, . . . , 



hvis Dobbeltpunkter ombyttes af Transformationer i Gruppen, idet vi an- 
tage, at de her omtalte Transformationer ikke høre til hinandens Samlinger, 
og tillige at der ikke gives Transformationer med de samme Dobbelt- 
punkter som A l9 A 2 . . . B x , B 2 . . . af højere end de her anførte Ordener. 

W^+^...+».:ii + ^J..\ + i = *, (43) 

\ w, w s 2fw t 2m 2 / 

idet Gruppen foruden Samlingerne hørende til A x , A 2 . . . B l , B 2 endnu indeholder den 
identiske Transformation. 
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Da - 1 — >«, k« in der kun forekomme en eneste Transformation A x med lil- 

n x = 2 . * 

hørende Samlinger, hvis Dobbeltpunkter ikke ombyttes af nogen anden Transformation i 
Gruppen. 

m 4 4 

Da -* >v, kan der, hvis der forekommer en Transformation i Gruppen, 

zm x ^4 ' 

hvis Dobbeltpunkter ikke ombyttes, desuden kun i det højeste forekomme een Transforma- 
tion B X) med tilhørende Samlinger, saaledes beskafTen, at dens Dobbeltpunkter ombyltes 
ved en anden Transformation i Gruppen. Man har altsaa, naar der existerer en Trans- 
formation A u enten at der ikke hører nogen Transformation B x til Gruppen. 

I dette Tilfælde har man 

N = n,. 

Da Gruppen kun indeholder n x Transformationer, beslaar den alene af A x og dens 
Potenser. 

Eller ogsaa indeholder den endnu en Transformation B x , med tilhørende Sam- 
linger. 

1 dette Tilfælde har man 

n x + 2mj — m x n x ' 
Nævneren skal her være positiv, saa at man har 

n x -\- 2m x — m x n x > 

K- l)(n å — 2)<2, 
idet m l og n l mindst ere 2. Denne Ligning kan da kun tilfredsstilles, hvis enten 

m x = 2, n x = 3, 
eller 

n x = 2, m x vilkaarlig. 

I det første Tilfælde maa iV være 12. 

Gruppen indeholder 12 Transformationer. Den maa bestaa af en Transformation 
af 3dic Orden med dertil hørende Samlinger, indeholdende i Alt 8 Transformationer, samt 
en Transformation af 2dc» Orden, med den dertil hørende Samling, bestaaende af 3 Trans- 
formationer. 

Det vil vise sig, at der existerer en saadan Gruppe, den saakaldte Tetraedergruppe. 

I andet Tilfælde er iV = 2m. 

Gruppen indeholder een Transformation A x af en vilkaarlig høj Orden m 1} samt 
de til A x hørende Samlinger, indeholdende i Alt m x — \ Transformationer, samt en Samling 
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af m l Transformationer af 2den Orden. Da de til A x hørende Samlinger kun bestaa af 
m x — 1 Transformationer, bestaa de udelukkende af A x og dens Potenser. 

Denne Gruppe, den cykliske, existerer ogsaa, naar m x er ulige 1 ). 

Forekommer der ikke nogen Transformation i Gruppen, hvis Dobbeltpunkter ikke 
ombyttes ved en anden Transformation i Gruppen, faar Ligningen (43) Formen 



2 \ m, ' m 2 m å ) 



(46| 



liv I ~ ~ " I 

Den kan ikke indeholde flere Led, da - - — > 



M — — rr<m n 



2m l ^4* 

Ligningen kan imidlertid heller ikke indeholde færre Led; thi Gruppen maa inde- 
holde flere end w, Transformationer, da den maa indeholde A x . og dens Potenser, og 
desuden en Transformation, der ombytter A x *s Dobbcltpunkter. Manglede nu baade rø 2 

og w 3 , fik man 

2m t 

m x -\-\ 
og havde man 

2 \ m x m 2 / 

fik man 

., 2m,m 9 

& = T—- > 

som ogsaa er umulig, da vi kunne antage m x >m i og altsaa 

N<^m x . 
(43) maa altsaa nu have Formen (46). I det mindste een af Størrelserne m,, w 2 , m 3 maa 

\ære 2: thi ellers vilde den mindste Værdi af -~ være «r, og 

2m l o 

l \ m x w 2 m 3 / 

hvad der er umuligt. 

Vi kunne da sætte m x = 2, og faa da 



Eli + '-*— + 



m 8 - 



2 \2 m 2 rø 8 

eller 



■J) + i - ". 



^y = * »** w 3 



Man maa da have 
eller 



2ni 3 -r 2m 8 — m t m 9 ' 
2m x -f 2m 3 — m^m. å > 0, 
(ro,— 2)(ro 3 — 2)<4. 



1 j Det er klart, at hvis m, lige, maa der ogsaa være en Potens af ^i,, der ombytter 2?,'s Dobbelt- 
punktcr, naar B, ombytter /l, 's Dobbcltpunkter. 
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Vi kunne da have følgende Tilfælde: 

m i = 2, rø 3 vilkaarlig, 
røg == 3, rø 3 = 3, 
rø 2 = 3, rø 8 = 4, 

røg = 3, røg = 5. 

1 første Tilfælde maa Gruppen bestaa af N = 2rø 3 Transforma- 
tioner. 

Den skal indeholde 2 Transformationer A og -S af 2den Orden med forskjellige 

N rø 

tilhørende Samlinger, der hver indeholde -r = -~ Transformationer, og desuden en Trans- 

rø. — 1 
formation C af rø 8 -die Orden med tilhørende Samlinger indeholdende — 3 N = rø 3 — 1 

Zrøg 

Transformationer. Altsaa maa de C tilhørende Samlinger kun bestaa af Potenserne af C. 

771 

Det ses, at rø 3 maa være et lige Tal, da -~ skal være hel. 
Der existerer en saadan Gruppe, den cykliske Gruppe. 
Er dernæst 

?ttg = 3, røg = 3, 

faar man N = 12; men Gruppen er umulig. Den skulde bestaa af en Transformation af 
2den Orden med tilhørende Samling paa 3 Transformationer, og 2 Samlinger paa 4 Trans- 
formationer hver, hørende til 2 Transformationer B og C af 3die Orden. 

En af Transformationerne , A, maatte ombytte Dobbeltpunkterne for B\ men da 
har man ABA = B-*, 

AB == B-iA, 
saa at AB er af 2den Orden, da den er sin egen omvendte Transformation, og paa samme 
Maade er da ogsaa AB~ X af 2den Orden. De 3 Transformationer af 2den Orden i Gruppen 
ere da A, AB, AB-~ { . De ombytte alle 3 Æ's Dobbeltpunkter. Men paa samme Maade 
ses, at alle 3 Transformationer ombytte Cs Dobbeltpunkter og altsaa kunne skrives A, 
AC, AC-*, hvad der er umuligt, da dette vilde fordre, at C var identisk med en Potens af B. 

Vi have dernæst 

rø 2 = 3 , rø 3 = 4. 

N bliver 24, Gruppen kommer til at bestaa af een Transformation af 2dcn ? een af 
3die og een af 4de Orden med tilhørende Samlinger, paa henholdsvis 6, 8, 9 Transforma- 
tioner. Gruppen existerer, den saakaldte Oktaedergruppe eller Kubusgruppe. 

Endelig har man 

røg = 3 , røg = 5. 

Dette giver N = 60. Gruppen kommer til at bestaa af een Transformation af 
2den Orden, een af 3die Orden og een af 5te Orden med tilhørende Samlinger paa hen- 
holdsvis 15, 20 og 21 Transformationer. 
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Gruppen existerer. den saakaldte Ikosaedergruppe eller Dodekaedergruppe. 

20i Da Bestemmeren af de mulige Grupper er af saa stor Vigtighed, skal den 
foretages paa en ny Maade. idet vi udelukkende slotte os paa den Form. det i det fore- 
saaende er vist at Transformationenie maatte have. os antage, at Grupperne mindst inde- 
holde 2 Transformationer med forskjellige Dohbeltpunkter. 

Vi have vist, at i enhver Transformation 

A = i P* = a \ x + h \y 
\ t#f = a i x + *«y 
hørende til en endelig Gruppe kunne vi antage 

Vi an Li tre desuden, at der til Gruppen hører en Transformation 

B ^_ I P*' ^ a * 

\ Pif — £y> 

hvis Dobbellpunkler ere * = 0, y = ti. Har da -4 Dobbeltpunklerne i.r,. jy t i, (.r ? , y r ), 
saa er Dobbeltforholdet mellem A's og ZTs Dohbeltpunkter 

os om dette kunne vi vise, at det er reelt. 

A's Multiplikatorer bestemmes ved Ligningen 

P* — («i +«i"»#«+ 1 — «. <*~l 

os er ££, én af Rødderne i denne Lisning. har man da — l bestemt ved 

f*i*\ = a i*i +*i3fi 
eller 

±± = _*!__ 
#i Pi — a \' 

Men af Ligningen (I7i følger, da p skal være en Rod af Enheden, 

Pi ~ a i = a \ — Pn 
saa at /i t — a, er lig med sin egen konjugerede Størrelse med modsat Fortegn eller er 
rent imaginær. 

Vi have da 



/ ^- Pi — a i 






fi 2 —a t 

idet//, er den anden Rod i (iT) og p t — a l ligeledes er rent imaginær. Men {48) viser 
da, at / er reel. 

Da A og B kan være 2 vilkaarlige Transformationer i Gruppen, faar man : 
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I en endelig Transformationsgruppe, der transformerer en ret Linie 
til sig selv, er Dobbeltforholdet mellem Dobbeltpunkterne for to vilkaar- 
lige Transformationer-henhørende til Gruppen altid reelt. 

21) Som Følge af 20) kunne vi paavise, at enhver endelig Gruppe Transformationer, 
der transformerer en ret Linie til sig selv, altid indeholder en Transformation af 2den 
Orden. 

Vi kunne nemlig altid antage, at Gruppen indeholder 2 Transformationer A og JB, 

hvis Dobbeltpunkter ere reelle, og vi antage, at de have forskjellige Dobbeltpunkter og 

ikke selv ere af 2den Orden, da der i sidste Tilfælde ikke behøvedes noget Bevis. 

B antages at have Formen 

paf = ax 

[ftt/ — ay, 



medens A har Formen 



fix' — a x x + b x y 

hvor a x = b 2 , a. 2 = — b x . 

fc Transformeres disse Transformationer ved 

fix' = px 

bliver B uforandret, medens A bliver til 

fix' «= a x x+^b x y 

r 

og bestemmes nu — b x «=» {|6 l |, 

vil man have -a 2 = i\b x |, saa at Dobbeltpunkterne for A efter 20) ere reelle. 

n 

Danne vi nu AB 2 A og antage, at denne er af nte Orden, saa er (AB 2 A)' 2 af 2den 
Orden, hvis w er lige. 

Hvis n derimod er ulige, saa er 

n—i n—l 



(AB*A) 2 AB.BA(AB*A) 2 

en identisk Transformation. De 2 Dele, der ere adskilte ved Multiplikatioustegnet, ere 
saaledes beskafne , at den ene faas af den anden ved at ombytte A med B. Da Dobbelt- 
punkterne i A og B ere reelle, saa faas de omvendte Transformationer af A og B ved i 
Stedet for Koefficienterne i Transformationsiigningerne at sætte de konjugerede Størrelser. 
Dette ses let ved at henføre Transformationerne til Dobbeltpunkterne, og altsaa for 
A sætte 

Vldensk. Selsk. Skr., 6. Rækko, natnrvidonik. og mathem. Afd. V. 2. 15 
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idet (æ 19 y x ) (»r 2 , y 2 ) er Dobbeltpunkternes Koordinater, a, a Transformationens Multipli- 
katorer. . 

Man har da y at 

n—i 

C = (ilB«il) 2 2åi* 

og 

ji— i 

C, = (A-*B-*A-*\ 2 A~ X B- A 

have konjugerede Multiplikatorer og konjugerede Dobbeltpunkter (d. v. s. Koordinaterne, til 
deres Dobbeltpunkter ha\e konjugerede Værdier). 

Men kaldes 

n—l 

BA(AB*A) 2 = C 2J 
saa har man 

og da CC 2 .= 1 (d. v. s. er identisk), har man 

C og C\\s Dobbeltpunkter ere da fælles, og da C bliver uforandret ved at dens 
Multiplikatorer og Koordinaterne til dens Dobbeltpunkter ombyttes med deres konjugerede 
Størrelser, maa disse sidste enten være reelle eller konjugerede imaginære Størrelser. 
llave Dobbeltpunkterne reelle Koordinater, skal Transformationen blive uforandret ved at 

m 

dens Multiplikatorer ombyttes med deres konjugerede Størrelser, d. v. s. Transformationen 
og dens omvendte Transformation skulle være identiske, den maa være af 2<len Orden 
eller identisk. 

Skulde den være identisk, maatte man have, at AB*A og AB havde samme 
Dobbeltpunkter. Men da havde man, at 

BA == B-iA-i.ABtA 
havde samme Dobbeltpunkter som AB, og da 

BA ee= B.AB. fi- 1 , 
havde BA og A B samme Multiplikatorer og ere altsaa identiske eller omvendte Trans- 
formationer. 

I første Tilfælde vilde man have 

BA == AB 
eller 

B —. ABA~\ 

hvad der medfører, at baade A og B ere af 2den Orden, stridende mod vore Forudsæt- 
ninger. 
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I sidste Tilfælde vilde AB*A være en identisk Transformation, og altsaa kunde C, 
der da blev identisk med AB, ikke være det. 

Vare Koordinaterne til C s Dobbeltpunkter konjugeret imaginære Størrelser, havde 

£ T 
man, naar disses Koordinater kaldtes — , -=år, da Dobbeltforholdet mellem Dobbeltpunklerne 

Vi 7J l 

for 2 vilkaarlige Transformationer skal være reelt 1 ), 



Vi rj 



i 



£ £ £ £ 

da for at — :-=- skal være reel, enten — = -=, idet begge Størrelser ere reelle, hvad 
Vi yji Vi rj x _ 

c £ 

der strider mod Forudsaitningen , eller — - = — =, idet begge Størrelser ere rent ima- 

Vi Vi 

ginære. /l 

Vi skulle nu vise, at der ogsaa i dette Tilfælde maa forekomme Transformationer 

» 

af 2dcn Orden i Gruppen. 

Vi antage da, at Gruppen indeholder en Transformation 

_ i fix' = a^+ b x y^ 

~ \ M' =—7> x x + a~ x y 
og 

n [ uri = ax 

\ t*y «= ay, 
og at A og Æ's Dobbeltpunkter ere harmonisk konjugerede. 
Æs Dobbeltpunkter ere bestemte ved 

hvor // er Rod i Ligningen __ 

og man maa da have, da Æs og /?'s Dobbeltpunkter skulle være harmonisk konjugerede, 

g — g i = __ t 

eller **-"* 

2a x = fi+p, 
saa at a x er reel. 

Vi kunne da ogsaa antage, at b x er reel (smlgn. S. 49). Transformationen A kan 

da skrives, idet a og b ere reelle Størrelser, 

a ~ i P- x ' == ax -\"by 

\ py' = — bx + ay. 
Vi kunne tillige antage a og b forskjellige fra 0, det første fordi A ellers var 
givet at være af 2<*eii Orden. 



') Da — : — L er Dobbeltforholdet mellem B og C's Dobbeltpunkter. 

15' 
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Vi kunne nu antage, at A er den af alle de Transformationer, hvis Dobbeltpunkter 
cre harmonisk konjugerede med 2?'s Dobbeltpunkter, hvor den første og sidste Koefficient 
har den numerisk mindste Værdi. Lad os da danne Transformationen 

AB m AB~ m A. 

Denne faar Transformationsdeterminanten 



a b 
— b a 



a o? m b I 



a b 
— b a 



— a 2m ba \ 

a 3 — a 2m b 2 a — a 2m ab 2 — ab*, 2a 2 b + a 2 '"a* b — a 2m b* 
— 2a*b — a 2m a*b + a 2rø 6 8 , a 8 ~-« 2m 6 8 a-« 2m a6 8 -ai« 

og dennes Dobbeltpunkter ere ogsaa harmonisk forbundne med JET s Dobbeltpunkter, da 
første og sidste Element ere reelle. 

Man skal da have 

| a* — a 2m ab 2 — a 2m ab 2 — ab 2 \>\a 
eller 

i a 2 — 6 2 (a 2m + a 2m + 1) |> 1; 
men er a forskjellig fra i, kan man altid vælge m saaledes at 

— 2<a 2m +a 2m <0 1 ), 



saa at 

og altsaa, da a 2 -f- b 2 = 1, 



a 2m +a 2m + 1 |< 1 



| a 2 — b 2 (a 2m + a 2m + 1) | < 1. 
Vi se saaledes, at den gjorte Antagelse ikke kan være rigtig. 

22) Vi ville nu anvende det her udviklede til rent algebraisk at bestemme de 
mulige Grupper. Vi antage stadigt, at der til Gruppen hører 2 Transformationer A og B, 
af hvilke vi endda antage A af anden Orden, og antage, at baade A og B have reelle 
Dobbeltpunkter (smlgn. S. 49). 

Vi kunne da antage 

\ tttf — «y 
= \ fix' =- a^ + iby 

~ \ pif = *ft* + «iy» 

hvor 6 er reel.. 

Da ^1 er af 2<ien Orden, skal dens Multiplikatorer være i og — i, og man maa 
da have 

«i + «i = o, 



B = 



] ) Er nemlig a 1 = cos 2u -f- ishi 2w, kan man altid vælge u saaledes, at 2mu ligger i 2dcii eller 
3die Qvadrant. 
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saa at a, er en rent imaginær Størrelse, a l = ia, hvor a er en reel Størrelse. Vi 

have da 

i fx&' = iax~\-iby 

py — 7 'b& — tay. 

Vi kunne nu enten antage, at Gruppen indeholder lutter Transformationer af 2den 
Orden, for hvilke Koefficienten til x i første Transformationsligning er 0, eller at dette 
ikke er Tilfældet. Lad os begynde med det sidste Tilfælde og antage, at i første Trans- 
formationsligning for A, a er forskjellig fra 0. 

Lad os danne Transformationen 

. AB m AB~ m A, 
som ogsaa er af 2den Orden (A transformeret ved A B m ). 

I Stedet for selve Transformationerne opskrives, hvad her oftere vil blive brugt i 
det følgende, kun deres Determinanter. 



Vi have da 



ia ib 
ib — ia 



ia ib 
ib — ia 



ia iba 2m 
iba 2m — ia 
ia (_ a 2 _ ft* ( a 2m + ^ _|_ j«^ ib |_ 2 a« -f a 2 a 2m — b 2 a 2m ) 

ib (__ 2a 2 + a 2 a 2m — b 2 a 2m ), —ia(— a 2 — b 2 (a 2m + a 2m ) + b 2 ). 

Vi antage nu om A, at den er saaledes valgt, at Koefficienten til x i første Lig- 
ning har den numeriske mindste Værdi forskjellig fra 0, den kan have i nogen Trans- 
formation af 2den Orden hørende til Gruppen. Vi skulle da have 

l a l <\a{ r ~a 2 --b*{a 2m + ~a 2m — 1)) | , ' 
med mindre 

— a 2 - b 2 (a 2m + a 2m — 1) = 0. 

Men vi have a 2 -\- b 2 = 1, og faa da, idet vi sætte a = cosu + isinw, 

— a 2 — b 2 (a 2m + a 2m — 1) = — 1 + 26 2 (l — cos 2mw) = — 1 + 4 6 2 sin 2 mu, 

og maa da enten for alle Værdier af m have 

— 1 + 4 b 2 sin 2 mu = (49) 

|— l + 4ft 2 sin 2 mu|> 1. (50) 

Det ses, at — 1 + 16 2 sin 2 mu da maa være en positiv Størrelse, da 46 2 sin 2 mu 

er positiv, og 

— 1 + 16 2 sin 2 row> + l, 

idet vi altid kunne vælge tw, saa at | sinmu| >0, Ligningen (50) kan da skrives 

26 2 sin 2 mu>l, 

sin 2 mu > \ 

|sinmw!>l/f (51) 



eller 



og da b < 1 , 
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Ligning (49) giver 

| sin rnn | > \\ (52) 

men det er tydeligt, at kan (52) ikke finde Sled for alle Værdier af m, kan (51) end mindre 

gjøre det. 

Er B nu en Transformation af nte Orden, saa kunne vi, hvad enten n er lige eller 

ulige antage u = c — , hvor n og p erc indbyrdes primiske. 

jt 

iz 
Den numerisk mindste Værdi, sin mn kan Have, foruden 0, er da sin -, og man 



maa da have 



sin - > s- 
n 2 



n< 6. 

Vi se saaledes, at hvis en endelig Gruppe indeholder en Transformation af Formen 
B, og desuden Transformationer af 2den Grad, hvis lste Koefficient ikke er 0, kan Gruppen 
i det højeste indeholde Transformationer af 5te Orden. 

Idet vi stadigt antage Gruppen bragt paa en saadan Form, at ^én af dens Trans- 
formationer har Formen Z?, antage vi nu, at alle dens Transformationer af 2den Orden af 
Formen A have den lste Koefficient i IsteTransforraationsligning lig 0. 

Gruppen Indeholder da 2 Transformationer, som kan gives Formerne 

A s / /<*' - y 
\t*tf — — tf 

og 

B _ i P* ^"v 

\ ptf = *y- 

Gruppen kan da ikke indeholde nogen Transformation af Formen 

j iX ' = a v x + b x y 
py' =.— 6 1( r-f o7y, 
hvor a x og b l begge ere forskjellige fra 0. 

A's og 2?'s Dobbeltpunkter ere nemlig harmonisk konjugerede; og det ses let, at 
dette er den nødvendige og tilstrækkelige Betingelse for at 2 givne Transformationer A 
og -6, A af 2den Orden, B af en vilkaarlig Orden kunne transformeres til de Former, A 
og B her have. Cs Dobbeltpunkter maa da ogsaa være harmonisk konjugerede med A's 
Dobbeltpunkter; thi ellers kunde man transformere Gruppen, saa at C fik en lignende Form, 
som nu B har, og A vilde da ikke længer have sin første Koefficient lig 0. Ere nu Cs 
Multiplikatorer // og //, er Betingelsen for at Cs og Æs Dobbeltpunkter ere konjugerede 

b, b, 



C =: 



t* — a i p'-a 1 



= -«, 



OS 

idet A's Dobbeltpunkter ere - = + i. 
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Da man har 

// + // = a l +a l 
faas 

bf = _bl_ = _ , 

i-ki* im» 

hvad der vilde kræve, at b l var rent imaginær. Men var b x rent imaginær og dannede 
man 

bc == I ***' = aa ±* + ab ±y_ 

\ UV' =* — ab x x + aa x y, . 

da var her ikke ab x rent imaginær, og altsaa BCs Dobbeitpunkter ikke harmonisk kon- 
jugerede med -<4's, livorved ses, at Gruppen umuligt kan indeholde en Transformation af 
Formen C. 

Gruppen kunde da kun indeholde én Transformation og dens Potenser af Formen 
B, og desuden kun Transformationer af Formen 

A ^_ ( /**' — b y_ 

\ py' = — bx. 

Lad os nu antage, at Transformationsgruppen indeholder en Transformation af 
Formen i fix' = b x y 

1 " \t*}f — — *!*, 
saa er 

= — bb x x 

attsaa en Transformation med samme Dobbeitpunkter som /?, og kan altsaa, naar B er 

passende valgt (smlgn. S. 42), sættes lig en Potens af B. Vi have da 

AA X — B m 
eller 

A l = A B m . 

Vi kunne da danne hele Gruppen ved Hjælp af A og B, og se, at den kun kommer 
til at bestaa af B og dens Potenser samt n Transformationer af 2den Orden 1 ), som faas 
ved at multiplicere A med Potenser af B. idet B antages at være af rite Orden. 

23) Vi ville nu danne en Oversigt over de mulige endelige Transformationsgrupper. 

A) Gruppen kan bestaa af Potenser af én Transformation af wtc Orden. Gruppen 

indeholder , 7 

iv « n 

Transformationer. 

B) Gruppen indeholder Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter. 

Den kan da indeholde (22): 






') At de ere af 2den Orden bevises senere se 24). 
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1) Enten én Transformation af en vilkaarlig høj nte Orden, og Transformationer 

af 2den Orden der ombytte den lstc Transformations Dobbeltpunkter. Gruppen 

indeholder (19) ., ~ 

N = 2n 

Transformationer. 

Den indeholder, hvis n ulige, én Samling Transformationer af 2den Orden, hvis 

n 
n lige, 2 saadanne Samlinger, i de 2 Tilfælde paa henholdsvis n og — Trans- 
formationer. 

2) Gruppen indeholder flere Transformationer af højere end 2dcn Orden med for- 
skjeltige Dobbeltpunkter. 

Den indeholder da ifølge (22) ikke Transformationer af højere end 5te Orden. 
Den kan indeholde ifølge (19): 

a) N = 12 Transformationer, bestaaende af en Transformation af 3die Orden 
med flertil hørende Samlinger paa i Alt 8 Transformationer, og en Trans- 
formation af 2den Orden med dertil hørende Samling paa 3 Transformationer. 

Dette er den saakaldte Tetraedergruppe. 

b) N = 24 Transformationer af i det højeste 4de Orden. De bestaa af en 
Transformation af 4de Orden med tilhørende Samlinger paa i Alt 9 Trans- 
formationer, en Transformation af 3die Orden med tilhørende Samlinger paa 
i Alt 8 Transformationer og en Transformation af 2den Orden med til- 
hørende Samling paa i Alt 6 Transformationer 

Dette er den saakaldte Oktaedergruppe eller Kubusgruppe. 

c) N = 60 Transformationer i det højeste af 5te Orden. De bestaa af en 
Transformation af 5te Orden med tilhørende Samlinger paa i Alt 24 Trans- 
formationer, en Transformation af 3die Orden med tilhørende Samlinger paa 
20 Transformationer og en Transformation af 2den Orden med tilhørende 
Samling paa 15 Transformationer. 

Gruppen er den saakaldte Ikosaedergruppe eller Dodekaedergruppe. 

24) Vi skulle nu til virkeligt at vise Dannelsen af disse Grupper. 
Vi begynde med den cykliske Gruppe, hvis Dannelse egentlig allerede er vist (se 22). 
Den skal indeholde en Transformation B 

paf = ax 
pst = ay 
af en vilkaarlig høj Orden w, og en Transformation 

paf = by 
fjLi/ = — ba: 
af 2den Orden der ombytter J3\s Dobbeltpunkter. Man har da 



B = 



Å - 
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AB m A = B~ m 
og 

A B m = B~ m A , 

hvoraf ses, at ;4 B m er af 2den Orden, da den er sin egen omvendte Transformation. 
Det ses let, at Gruppen kun indeholder Transformationer af Formerne 

A og AB m , 
thi da AB m A — - B~ m , kan man reducere et Produkt af Transformationer 

B m AB m ^AB m ^A 

ved stadigt at erstatte AB m * A ved Z?- m » o. s. v., til kun at indeholde i det højeste 3 Fak- 
torer og altsaa til at faa Formen 

&AB^, 
og ved her for &A at sætte AB-? til 

AB'*-?. 

Herved er da Gruppens Endelighed bevist, og tillige ses ifølge 22), at naar B er pas- 
sende valgt faar man den fuldstændige Gruppe og ikke en Undergruppe. 

Det ses ogsaa, at den indeholder (n — 1) Potenser af -B, og n Transformationer af 
2den Orden, der alle ombytte B*& Dobbeltpunkter. Gjorde nemlig en af dem ikke dette, 
-vilde Gruppen mindst indeholde 2 Transformationer af rite Orden med forskjellige Dobbelt- 
punkter. 

Transformeres A ved en vilkaarlig Transformation af Gruppen, som kan skrives 

B m A>, faas 

B m A° . A . A*B- m = B m A B~ m = A B~ 2m . 

Er n nu et ulige Tal, ses da Samlingen, hvortil A hører, at indeholde alle n 
Transformationer af 2den Orden, som høre til Gruppen. Er n derimod lige, saa er B~ 2m 

= fi 2 \T~~ w 7, og Samlingen, hvortil A hører, kommer kun til at indeholde ^ Transforma- 
tioner. Der er altsaa i dette Tilfælde 2 Samlinger Transformationer af 2den Orden. 

25) Vi skulle nu betragte Tetraedergruppen. 

Gruppen skal i dette Tilfælde indeholde en Transformation af 3dic Orden og en af 
2den Orden, der ikke ombytter Dobbeltpunkterne for Transformationen af 3die Orden. 

Vi kalde disse Transformationer 

i fix' = iax + iby 

\ fixf = ibx — iax 

og 

fix' = ax __i +i|/3 



B E= 



a 



hvor A er af 2den ? B af 3die Orden , og hvor vi antage Gruppen transformeret , saa at 
baade A og B have reelle Dobbeltpunkter, saa at a og b ere reelle. 

Vidcnak. Selsk. Skr., 6. Hække, naturvidonsk. og mathetn. Afd. V. 2. 10 
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Til Gruppen hører da ogsaa 

| fiaf = iaax + iaby 

BA — ^ .— .— 

j py' » xabx — max 



og 



1 /i^ = iaby — iaax, 
hvor man ogsaa gjerne kunde skrive 

l /'y' =" — iabx + iaay. 
BA og B 2 A ses da at have de samme Multiplikatorer, og da a ikke er 0, maa 

baade AB og A*B være af 3die Orden. Man maa da have, at den reelle Del af iaa er 

o— Ofr 

cos— (eller cos- Q -, det er ligegyldigt, hvad vi sætte, da alle Koefficienter i Transforma- 

tionen, uden at forandre denne, kunne erstattes ved de samme Størrelser med negativt 
Fortegn). Vi have altsaa, idet a = 



2 


> 




— o 1/3 
2 


^s 


1 

'2 


a •= 


1 

J/3" 





Da a* -\-b* « 1, er b = l/«-, og altsaa maa Transformationerne «4 og 2? have 



Formen 



5 = 



og 



-l+tY3 



, -1— tV3 

py — -r—y 



. t|/3 , tV6 



154| 



3 
3 



/*/ — s-* — b-y 



3 

»Y"3 
"3 



(55) 



Ved Sammensætning af A med Potenser ar B faar man Transformationer af 



Formen 



C SS 



. tV^3 , »VI/6 



j«y 



3 



x 



3 
iVj/3 



(56) 



3 3 

Det skal nu vises, at man ved atter at sammensætte 2 Transformationer af Formen 
C føres tilbage til Transformationer af Formen B eller C. 
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I Stedet for selve Transformationerne skrives her stadigt kun deres Determinanter. 
Vi have da 



3 3 

tVl/6 id?V% 



ia^Vl iq«' 1/6 
3 3 

3 3 



3 3 

j/2 (a'+«» — a«-*») — a*+" — 2a«-«' 



Det gjælder da kun om at vise, at Elementerne 

— a H-Pi —2a«-« 1 — a p+ *» (1 4- 2a q - p - pi ~ qi ) 



og 



a, — 



i, _- 



j/2( a p+«i_ a «-Pi) 



l/2a J,+ « , (l — a«-* -Pl ~« 1 ) 



3 3 ' 

atter have samme Former som de tilsvarende Elementer i Transformationsdeterminanterne 
for (54) og (56). 

Men som det ses, kommer dette kun an paa, hvilke Former 

l + 2a«-*- p »-«' 



og 



G =* 



U = — 



1/2(1— a«-*-*»-«') 



kunne antage. Vi kunne lade q — p — p t — q t være 0, 1 eller — 1. 

1) Er q — p — Pi — q x =* faas 

c! 1 

b' = 0. 

Kaldes de 2 Transformationer, vi have multipliceret, C og />, faas da 

CD = fiH-pi. 



Er q—p—Pi—qi =±1, faas 

1+2 



(=4^) 



a 



3 






V = 

saa at CZ> bliver af Formen (56). 



*(-=ij&) 



V2{iT*Vi) 



[ — »Y6- 

- 3 - a 

-3-«, 
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og 



Det er saaledes vist. at Gruppen er endelig- 
Da Transformationerne henhørende til Gruppen er indbefattet i Formerne B m og 
C, hvor p og q kan gives Værdierne 0. —1, ses Gruppen at indeholde 11 Transforma- 
tioner foruden den identiske Transformation, ot: den er saaiedes iføljre det foregaaende 
fuldstændig , d. v. s. er ikke Undergruppe i nogen anden Gruppe , der indeholder Transfor- 
mationer af i det højeste 3<*ie Orden. Tager man ikke Hensyn til at Transformationsdeler- 

minanten skal tære 1 . og sætter man x for - , kan Gruppen dannes ved følgende simple 

Transformationer 

x+ 1 

* - ' - (- '4^) * 

20i Oktaedergruppen eller Kubusgruppen. 

Gruppen skal indeholde Transformationer af 2den ? 3die og 4<te Orden. 

Vi antage, at der til Gruppen hører 2 Transformationer 

\ fil/ = ibx — iay^ 
som er af 2«*«» Orden, og 

fi = { ^ - hvor a = ' , 

som er af i de Orden, og ligesom før at a og 6 ere reelle. Vi faa da . 

\ fxz' = iaax-h iaby 
I f*!f = iabx — iaay^ 



B*A 



fxx' = — a x — by 
fir/ = bx — ay, 

B*A e- \ P* = iaax + iab V 
\ [itf = iabx — iaayj 

h\or den sidste Transformation kan skrives 

fix' = — iaax — iaby 
firf = — iabx -f iaay. 

BA og B*A have da samme Multiplikatorer, medens B % A har forskjellige Mul- 
tiplikatorer fra disse, og da ingen af disse Transformationer kunne være af 2den Orden, 
maa de være af 3die eller Ide Orden. Da nu — a er numerisk slørre end den reelle Del 
af iaa, maa B 2 A være af ide Orden, BA og B*A af 3die Orden. Vi have da 
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Transformationerne A og B kunne da skrives 

in . iV2 






2 
i|/2 



(57) 



y 



og 



lix 



n + in 



- x 



B -= 



|wf- 



1/2 — *Y2 



(58) 



y- 



Vi se da, at der i Gruppen maa forekomme alle mulige Transformationer af Formen 



C ^ { 



aHV* . aHn 

p* — -y -a? +~ir~ y 

a«iV2 aHV2 



(59) 



hvor p + ^ = (mod 2), eller hvor p + q er et lige Tal. 

Gruppens Endelighed vises nu ligesom ved Tetraedergruppen, ved at vise at Pro- 
duktet af 2 Transformationer af Formen (59) atter blive enten af samme Form, af Formen 
(58) eller endelig af Formen 

„ i uaf «■ a r y 

l py = — « *> 

idet det let ses, at Sammensætning af Transformationer af Formen (59) med Transforma- 
tioner af de nævnte Former atter vil føre tilbage til de nævnte Former. 

Idet vi atter kun opskrive Determinanterne, have vi 

a?*iV2 a q n]/2 



CD = 



dPi 1/2 a^l/2 
2 2 

a^n —ann 



2 2 

a«»t|/2 — a*nV2 



— qP+p\ — a q ~ q — cf^~ qi -4" a q ~ pl 
2 2 

#p+?i — a ø— p\ — a p * Pl — a q ~ qt 



Sætte vi her 



a 



— a?+Pi (1 + a q ~ qi - p ~ Pl ) 



b --= - 



(jP + VX (1 Qp-<1\— P~P\) 
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skulle vi altsau undersøge, hvilke Værdier disse Størrelser kunne antage, idet vi dog maa 
erindre, at p+Pi og q + q t paa én Gang ere lige eller ulige, da deres Sum skal være et 
lige Tal, medens q — qi—p — Pt altid er et lige Tal, som altsaa kan have Værdierne 

O, ±2, ±4. 

Vi have da 

D q—qi—p—Pi — 0, 

b — 0. 
CD har Formen (58). 

2) q—qx-p—Pi -db*, ««'-*-" =±f, 



a 



2 2 

-aP+^fl-Tt) aP+^ + ^2 



2 2 

Transformationen CZ? har Formen (59). 

3) q—qi—p—pi = 4 5 a q - q{ - p - pi = — l, 

a = 0, i — — «*+*>. 
Transformationen CD har Formen (60). 

Gruppens Endelighed er saaledes bevist. 

Det er let at se, hvor mange Transformationer Gruppen indeholder foruden den 
identiske Transformation. Thi C giver, naar p == 1 eller 3, q = 1, 3, 5, 7 otte Trans- 
formationer af 3<Me Orden, naar p = 2, 7 = 0, 2, 4, 6 fire Transformationer af 4de Orden, 
endelig naar p = 0, y = 0, 2, 4, 6 fire Transformationer af 2den Orden. Endelig ses 
det, at der er fire Transformationer af 2den Orden af Formen (60) og at Potenserne af B 
giver 3 Transformationer, 2 af 4de, l af 2den Orden. Man faar da i det Hele med den 
identiske Transformation 24 Transformationer. 

Det ses heraf, at den fundne Gruppe ikke er Undergruppe i nogen anden endelig 
Gruppe for den rette Linie. 

Tillige ses, at de fundne Tal stemme med, hvad der er fundet S. 56. 

Kaldes — for ar, og tager man ikke Hensyn til at Transformationsdeterminanten 
tf 
skal være 1, kan Gruppen dannes ved Sammensætning af Transformationerne 

x' = ix 

x = . 

* — i 

27) Vi komme nu til den sidste endelige Gruppe for den rette Linie. 
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Denne, Ikosaedergruppen, skal efter det foregaaende (se S. 56) indeholde GO Trans- 
formationer, 24 af 5te Orden, 20 af 3die Orden og 15 af 2den Orden. Gruppen indeholder 
altsaa en Transformation af 2<)en Orden og en Transformation af 5te Orden. Disse kalde vi 

paf = iax + iby 

py' = iby — iax 



A = 

og 



1/5—1 , iVlO+21/5 



o = < - hvor a = — -. 

l py = ay, 4 



o 

3 



idet a og & ere reelle Tal. 
Vi faa da 



BA == 



/*#' = iabx — iaay, 



hvor vi skulle have 



_^ | px' — « ia*ax + ia 2 by 
\ Pif — iV6y — i« 2 ay, 



ia(a— a) = 2 cos u 
ia(a* — a 2 ) = 2 cos r, 
hvor u og r ere 5te Dele eller 3die Dele af hele Omdrejningen. 

Vi kunne da have cos« og cost? lig med 

1/5 + 1 1^ 
4~ ' 2' 

vi vælge her a negativ, da vi kunne vælge den positiv eller negativ efter Behag. Vi faa 

cos u 2 



eller 



cos v j/5 i ' 




Vi maa da enten have 




1 

cos u = ^- 




1/5 — 1 

COSt? «=* -r , 




1/5+1 

COSM = . — 

4 




1 

COS V =« — . 




Vi faa da enten 




1 — 2 


-VbO—Wb 


i(a-a) 1/10+2^5 


10 


. _ ±V50+ 10|/5 





10 
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eller 



a — 



b = 



t(a 2 — a 1 ) 
±1/50—101/5 



--j/50 + W/h 
10 



10 



Transformationen A er da 



A s- 



— iV5>Q±10Vi> i k50^F 10^5 



fix = 



10 



*T 



10 



y 



. ^_il/50T10p5 , iY50± 101/5 

t*tf = =1 ^ — * + — ^ — y- 



(61) 



10 ~ ■ 10 

Det skal siden vises, at Gruppen indeholder Transformationer af begge Former, 
idet dog øverste og nederste Fortegn svare til hinanden. 

Vi se, at Gruppen indeholder Transformationer af Formen 



C =. 



— il/50 -h 101/5 . tVsO — 101/5 . 



10 



10 



rt 



— f 1/50 — 101/5 - , 11/60 + 101/6- 



(62) 



«** + 



10 ~ ~ ■ 10 

og det vil vise sig. at den indeholder Transformationer af Formen 



d?y 



D 



, — £l/50— 101/5 „ , tVoO + 101/5 , 
paf = — a p æ-\ ^ a q y 



10 



10 






f I/50 +101/5- , t'l/50 — 101/5 



(63) 



10 "** + fo— *» 



Endelig vil man faa Transformationer af Formen 

^ \ fix' = dPy 



(64) 



Multiplicerer man 2 Transformationer af Formen (62), faar man, idet atter kun 
deres Determinanter nedskrives, og Transformationerne kaldes C og F 



CF 



iV50+10V5 . —tl/50 — 101/5 m 

a p , -~ a q 



10 



10 



— i'V 50—101/5- 

10 a ' 



tV50 + 101/5- 
— — ^p 

10 



— i'V 50 + 10^5 
10 



« J 



j»i 



10 



o" 



— il/50 — 101/5 - 



10 



o?», 



• 1/50+101/5 



10 



« 



Pi 



\ 10 ^ 10 / ' 5 l 



i>i 



1/5 ,- ^ - _ /5 + J/5 - . , , 5 — 1/5 - \ 

— 1 a P+/»i -4 — /tf—li I 

V 10 ^ 10 / • 



{a P+9i— a q- Pi ) 
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Vi sætte 



a 



« _ „Min 



5 + l/S 5-1/5^, 
10 ^10 



1/5 
5 



£ _ a p+qx !--[! — a 7-^-^-P»] , 



(65) 



os ville nu undersøge, hvilke Værdier a og b kunne antage for q—q x —p—Px = 0, i I, ±2. 



i) q-p-Px—<ix = 



a = 



= „p+pi 



a 



- 0, 



Transformationen bliver en Potens af /?. 
2) 7 — 1> — p t — Vt — ±* 



a = — si 



p+pi 



[ 



5 + 1/5 , 5 — 1/5 /^5 — 1 , iV 10 + 2^5 



10 



+ -TTi- 



10 \ < 



±" 



*)] 



._ ^ . V^0 + 1 OVh [Vh — 1 _. i K 1 6 + 2V'5 1 



ip«p+pi+«t 



x ,y50 + 10|/5 

| + 1 * — - 



10 



t> = _ tt P+*,!^|i_«±i| 



/ 



[ 



,— .1/ 



*+* ^S | & — ^ 5 j-iVW + W* 



10 



1 



Transformationen er af Formen (62). 



_ .KoO — 10|/5 



10 



« 



r+<?i + 2 



3) Vi sætte q — q x —p—p x = ± 2. 
Vi faa da 



L 10 ^ 10 \ 4 - 1 - 4 /J 



pfpi + i 



. V50 — 1 0^5 

~ 10 



^/5|"5+l/5 ,-VlO-2^1 _ •■VSO+JOV'A ftl± , 



Denne Transformation er af Formen (63). 

Vidensk. Sølsk. Skr., 6. Række, natarvidensk. og mathem. Afd. V. 2. 
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Multiplicere vi 2 Transformationer af Formen (63) med hinanden, faa vi med de 
samme Betegnelser 



a = — ««-«' 



5 + ]/5 , 5 - Vb 



10 



-r 






10 



' — fJ p+p\-<i+q 






(GO) 



hvor vi nu atter kunne bruge det lige udviklede, idet vi sætte p-\-p x - q-\-q x = 0, ^1, 4 2. 

Endelig skal lier undersøges Resultatet af en Multiplikation af en Transformation 
af Formen (62) og en Transformation af Formen (63). 

Med de samme betegnelser som før faar man 



1/5 

+ a q~ii L_[i _ ft P**i-mi] 



b = + tf**\ 



5+1/5 . 5—1/5 a a u . 



(67) 



10 ' 10 

hvor vi atter kunne benytte, hvad der er sagt om (65) og finde da, at vi for q—q x —p—p x 
-= faa Transformationer af Formen (64), for q — q x —p — p x = + 1 faa Transformationer 
af Formen (63) og endelig for q— q x — p } — p x = ^2 faa Transformationer af Formen (62). 
. Her er en Transformation af Formen (62) multipliceret med en Transformation af 
Formen (63); men Multiplikation i den omvendte Orden havde givet ganske lignende Re- 
sultat, 

Endelig ses det, at vi ikke ved at multiplicere de fundne Transformationer med en 
Transformation af Formen (6 i) vilde have faact nye Transformationsformer frem. 
(iruppens Endelighed er saaledes bevist, 
(truppen indeholder Transformationer af Formerne 

a v æ 



l w = 



« p y 



c -== 



af = 



iV 50+ 101/5 „ , iV50— I0K5 „ 

16 a * + - "lo— ay 



t*y 



t'lAo — 101/5 - t]''50 + IO|/5 - 

■"10—^ To - ^ 



I) ^ 



,r = — 



2 150—101/5 „ »KoO+IOJ/5 

w~ f ^ 10 ^ 



t*v -^ - • - 



^50+IO|/5 



10 



- ««.r — 



ti'' 50 — 10^5 



10 



- <y 



,p 



«".y 



hvor p og q uafhængigt af hinanden kunne tillægges alle Værdier fra til 4. 
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Det ses heraf, at der i Alt forekommer 60 Transformationer i den fundne Gruppe, 
saa at denne altsaa er fuldstændig og ikke Indergruppe i nogen anden Gruppe, der trans- 



formerer en ret Linie til sig selv. 



_\1an faar de Transformationer af 2den Orden, som høre til Gruppen, ved i C og 
D at sætte p = i Forbindelse med Transformationerne E. Der er altsaa 15 saadanne 
Transformationer. Man har 



il/504- 10^5 , 1^504-101^5- , , 

— To aP lo *-±i, 

* 

naar for øverste Fortegn paa venstre Side p — -j- 2, for nederste Fortegn p =- 4 1 • 

Der findes altsaa 20 Transformationer af 3dic Orden, af hvilke de 10 ere Potenser 
af de andre 10. 

Der lindes da endnu i Gruppen 25 Transformationer, af hvilke den ene er den 
identiske. De andre maa da være af 5te Orden. Af saadanne findes der da 24 , der ere 
Potenser af 6 Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter. Det her fundne ses at 
stemme med S. 56. 
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IV. De endelige Transformationsgrupper, hvorved et Plan transformeres 
til sig selv (de endelige Transformationsgrupper for 2 Variable). 



28) I de almindelige Bemærkninger, »om ere gjorte om endelige Transformations- 
grupper, er der ikke taget Hensyn til saadanne Grupper, der indeholde luller Transforma- 
tioner, som have 2 eller flere Multiplikatorer lige store. Ved Transformationen af den 
rette Linie til sig selv forekomme ikke saadanne Transformationer, der have flere Multipli- 
katorer lige store ; men her kunne saadanne Transformationer optræde. Vi kalde saadanne 
Transformationer perspektiviske. 

Enhver Transformation, der transformerer en ret Linie til sig selv, har altid 3 
Dobbeltpunkter og 3 Dobbeltlinier. Er det en perspektivisk Transformation, maa dog 
enhver Linie, der gaar gjeunem dens ene Dobbeltpunkt, være en Dobbeltlinie, og ethvert 
Punkt paa den Linie, der forbinder de 2 andre Dobbeltpunkter, selv være et Dobbellpunkt. 
Vi ville kalde det omtalte Dobbeltpunkt og den omtalte Dobbeltlinie Perspektivcentret og 
Perspektivaxen. 

Haves 2 saadanne perspektiviske Transformationer, ville de begge lade den Linie, 
der forbinder deres Perspekliveentrer og Skjæringspunktet mellem deres Perspektivaxer 
uforandret. 

Lægges Koordinatsystemet saaledes, at den Linie, der forbinder Perspektivcenlrene 
for 2 perspektiviske Transformationer A og B hørende til en Gruppe, er x = 0, og at 
Skæringspunkterne mellem Perspeklivaxerne er y = 0, « — 0, samt saaledes at A har 
sit Centrum i x ^ 0, y = 0, kunne disse Transformationer skrives 



(fix' 
, J mi/ 






= ax 



a l z 



B = 



fxaf = a x x 

py' =-- b t y+CiZ 



hvor B har endnu en Multiplikator lig a x . 

Dannes nu Transformationen AB, er denne 



AB = 



/ix = aa x x 

ptj/ = (L bfl + ac^z 

fiZ* ~ a l b^z -f a^c. 6 z. 
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Skal AB atter være perspektivisk, rrtaa man have, enten at 

i a ^2 — t Å > aC t 



a^c^—fi 



O 



i « 2 *a> 

har lige Rødder, eller at een af Rødderne er lig med ««,. I sidste Tilfælde har man, 
da Multiplikatorerne for B ere a n «,, af , for yl # «a n «a n «*«!*, 

* 2 + c 3 «=■ ", + «* , 

og heraf 

c 6 (a — a 2 ) = a*{a— a z ), 

og da a ikke kan være en 3die Kod af Enheden, idet A da var identisk, 



Cu 



a 



a 



3 w i ? v * **i* 

Dette vilde medføre, at c 2 b. 6 = 0, da Determinanten for AB skal være 1, og a t b 2 c 3 =■--= I. 
Da 



^' = 



fT E^ 



\ //*' -= «*s ~ \ fjtz' =- 6 8 y + <? 3 s 

ere Transformationer, som transformere en ret Linie til sig selv, maa de ved deres Sam- 
mensætning danne en endelig Gruppe for den rette Linie. Men da maa c 2 b 3 = 0, som 
medfører, al en af Størrelserne c 2 eller b. å er 0, ogsaa medføre, at den anden er (se S. 38). 
Men A og B have da 3 Dobbeltpunkter fælles. 

Skulde derimod 

ab 2 — //, ac s 



a*'>3> «* 6 'a 



have lige Rødder, maa man have, da 

ab 2 ac 3 
a l b 3 a*c 3 



- 



= ua 



i > 



eller man maa have 



(ab 2 -\~a 2 c 3 )* ^ = ^ a \ a i 

\ub 2 + a*c 3 | =* 2, 

men dette er kun. muligt, da Modulus af en Sum i det højeste er lig Summen af Adden- 
dernes Modulus, naar 

\ab t \ = 1 , \a*c 3 |=i, 

idet vi atter tage Hensyn til at A' og B' skulde være Transformationer hørende til en 
endelig Gruppe for x = 0. 

Men da haves j b 2 | = 1 , | c 3 | = I, hvorved vi atter føres til at b 3 =- c 2 ^= 0, 
saa at A og 2? begge maa have de samme 3 Dobbeltpunkter. 
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Skul alLsaa ikke alle Transformationer i Gruppen have de samme 3 Dobbeltpunkter, 
maa den indeholde Transformationer, der ikke ere perspektiviske, og vi se da, at vi paa 
Grupper, hvis Transformationer transformere et Plan til sig selv, kunne anvende de Sæt- 
ninger, som i Afsnit I og II ere udviklede om Transformationernes Form. 

29) Vi skulle dernæst til at undersøge, hvorvidt der kan være endelige Grupper, 
hvori Transformationerne kunne have Elementer i Transformationsdeterminanten, der ere 
0, uden at den tilsvarende Lnderdeterminant er 0, idet vi have transformeret én af Grup- 
pens Transformationer til Formen 

' fiai -=- aai 
A -^ < py' = (iy 
fxz' =f yz. 
En saadan Transformation maa have Formen 

[ fiaf — a x x + b x y + c x z 

& ^ \ pif =- b *y + c 2 z 

hvor b x og c ( ikke begge ere 0, eller 

Ijiaf =- a x x 
pif =_ a^x+b^y + c^ 

hvor a t og a a ikke begge ere 0. 

Vi skulle vise, at der ikke gives saadanne Grupper, og behøve kun at vise, at 
Gruppen ikke kan indeholde Transformationer af Formen /?, idel B transformerer rette 
Linier ved en Transformation af Formen H\ d. v. s. Liniekoordinaterne transformeres ved 
en Transformation af denne Form. 

\i kunne desuden antage, at A ikke er perspektivisk, idel Gruppen maa indeholde 
ikke perspektiviske Transformationer, lnis ikke alle dens Transformationer ere af Formen 
A. A er da mindst af 3<t»e Orden. A og B have et fælles Dobbeltpunkt, y =~ z =- 0, 
svarende til Multiplikatorerne a og a, , medens de til disse Multiplikatorer svarende Dob- 
heltlinier L og L x ikke ere fælles for A og B. 

Danne vi nu Transformationen A~ x BAB~ l 1 se vi, at denne Transformation ikke 
kan være identisk; (hi den flytter den Linie, der ved B forandres til L. Ikke heller kan 
den ha\e Dobbeltlinien L x . Det første Element i A~ x BAB- {% $ Transformationsdeler- 
minant er 1*, og denne faar altsaa Formen 

| /i<r ' = *+ PiH + <ti* 

C ; -= ] P r J — P*V + <l* z 

I t iz =- PsV + q^, 

h\or p x og #y I ikke begge ere 0. 
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Vi kunne desuden antage, at C ikke er perspektivisk; thi da én af dens Multipli- 
katorer er én, maatte de 2 tindre da være — 1 , og man maatte da* have p 2 = q 3 = — 1, 
7* = Pa = 0, da 

!*?/ — fiy m' = p*y + q** 

fiz' = r z fiz' — p 3 y + q 3 z 

ved Sammensætning maatte danne en endelig Gruppe, der transformerede x =-. Hl 
sig selv. 

Man havde da 

1 />! <7i 



C ET3 



0—1 

O— 1 



eller 



' 1 Pi(«j9-D <M«r-D 
og (7/1 T-M- 1 = ■ 1 

i 1 

( paf = æ + pi ( a p— x^ + q^ay— \) z 
CAC-tA-* =- { ( iy' = ^ 



ert Transformation, hvoraf ingen Potens bliver identisk. 

C kan altsa,i ikke være en perspektivisk Transformation , og danne vi ACA~\ 
faa vi en ny Transformation, som har et Dobbeltpunkt fælles med 6", uden at have den 
Dobbeltlinie, som ikke gaar gjennem delte Dobbellpunkt, fælles med A. 

Lægge vi nu vort Koordinatsystem saaledes, at C s Dobbeltpunkter ere .r = ;/ = 0, 
x^=z=-Q, y^=jc = og saa at y = z=-() svarer til Multiplikatoren 1, faa vi, at de to 
Transformationer C og ACA~ l = Z> have Formen 

I fix' =- x i fix' -= x + b x y \-e x z 

fiy' — ay og D ~ , jiy' — b^y -f c 2 z 
fiz' = «; ( ttz' = 6 3 y-f<J a ^, 

som have de samme Multiplikatorer. 

Skulle C og D hwre til en endelig Gruppe maa 

l (IZ — «£ l /i* = btf + CsZ 

ved Sammensætning danne en endelig Transformationsgruppe, der transformerer en ret 
Linie til sig selv. 

7/ kan ikke være en Potens af C Da TY og C nemlig have samme Multiplika- 
torer, maatte den være identisk med eller den omvendte Transformation af C, og da ville 
DC 1 -* eller DC være en Transformation af Formen 
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ftz = z 



H*f = x + py + qz 

py' = V 

hvor p og g ikke begge ere 0; men en saadan Transformation kan ikke forekomme i en 
endelig Gruppe. 

Er W nu ikke en Potens af C maa der til Gruppen, dannet ved 1/ og (7, høre 
en Transformjition af 2den Orden hvis Multiplikatorer er i og — i, der vil da til den op- 
rindelige Gruppe høre en Transformation, hvis Multiplikatorer ere I, i. — i og hvis anden 

Potens er 

Ina! = x +py + qz 
ri "- -y 
tiz' = . — z. 

Her ere muligvis p og q = 0. I saa Tilfælde danner man 



EDEL*-* = 



1 b x c 
Q — b 2 — c 
0—b« — c 



8 



1 A t A a 




1 


2A 2 


2A 3 


o-b t — ~5 a 


= 





1 





U -—"" Cj — — Cg 










1 



hvor A 2 og i4 3 ere Underdeterminanterne til Leddene 0, i første Søjle af D og ikke 
begge kunne være 0. 

Men da kan EDE])-* ikke høre til en endelig Gruppe. 

Ere derimod p og q ikke begge 0, kan man danne 

Ifio/ =- x +p(l — a)y + q(\— a)z 
i^y 9 - y 

en Transformation, som heller ikke kan forekomme i en endelig Gruppe. 
Som Resultat af alle disse Undersøgelser faas altsaa: 

Naar en Transformation skal høre til en endelig Transformations- 
gruppe for Planen, og denne Gruppe indeholder en Transformation af 
Formen 

(XX 9 = g,T 

/*y' — Py 



n z =* r 



(68) 



maa altid samtidig et Element i Transformationsdeterminanten for en v i 1 - 
kaarlig Transformation i Gruppen og dette Elements Underdeterminant 
være Nul. 
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30) Vi ville nu nærmere undersøge Formen af Transformationerne i saadannc 
Grupper, som vi her undersøge, idet vi antage, at Gruppen ikke indeholder lutter Trans- 
formationer, der have 3 Dobbeltpunkter fælles. 

Vi antage stadigt, at Gruppen indeholder en Transformation, der ikke er perspek- 
tivisk, med Dobbeltpunkter i Begyndelsespunkterne af Koordinatsystemet. Idet vi stadigt 
skrive Transformationsdeterminanterne for selve Transformationerne, vil, ifølge li) og 29), 
i enhver Transformation 

B e= a 9 b 2 c 2 ((>9) 



a l 


*1 


c l 


a 9 


*>* 


<•* 


«3 


b* 


c a 



henhørende til Gruppen, ethvert Element være konjugeret med sin Inderdeterminant med 
positivt eller negativt Fortegn. 

Dens Multiplikatorer ere bestemte ved Ligningen 

/* 3 — (a l +& f +*„)/i , + Mi + B 2 +C 3 )/t— 1 =0. (70) 

a i+*2"f r a kaldes Transformationens Diagonalsum, og del ses af (70), at en Transfor- 
mations Multiplikatorer ere bestemte ved dens Diagonalsum, naar den hører til en endelig 
Gruppe, thi 

«1 + b t + C 3 = * 1 + #2 + C? 3 , 

saa at 2 Transformationer, der have samme Diagonalsum ogsaa have samme Multiplikatorer. 

Transformationens Dobbeltpunkter ere bestemte ved 

(a l — n)x-\- h l y-\-e l z — . 
a 2 x -f- (6 2 — n)y + c 2 z = 

idet ft er en Kod i (70). a -r j./ t \ j i j , 

Man har da Koordinaterne .r, y, z til Dobbeltpunkterne bestemt ved 
x y .z 



— 1 A I V 

1 1 



(71) 



A. d -\ r/ oc l t i i/y 3 +//Jr 2 //"'C.- K-f6 2 )/ii-!-/z* 
x _ y ^ z 

* _ _ V = L 

De 3 Ligninger skulle ved [udsættelse af //'s Værdier blive identiske, men opstilles 
her for det følgendes Skyld, idet vi i det følgende ville se, hvor mange Betingelser a,, 
6,, c x o. s. v. ere underkastede. 

31) Vi ville nu først vise, at i en Transformation henhørende til en endelig Gruppe 
ethvert Element er konjugeret med sin Underdcterniinant, stadigt under de samme Forud- 
sætninger som i 30). 

Vulonsk. Selsk. Skr., 0. Rpkko, naturvidensk. off oiathem Afd. V. 2. 18 
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Vi have allerede omtalt, at ethvert Element maa være konjugeret med sin Under- 
determinant med positivt eller negativt Fortegn. Ifølge li) maa nu alle Elementer i en 
Række enten være konjugerede med deres Underdeterminanter med samme Fortegn, som 
de tilsvarende Elementer i en anden Række, eller alle være konjugerede med deres Under- 
determinanter med modsat Fortegn af, hvad der gjælder for en anden Række. 

Elementerne i Diagonalrækken ere altid konjugerede med deres Underdeterminanter 
med positivt Fortegn. Endelig ere 2 Elementer, der ligge symmetrisk m. 11. t. Diagonal- 
rækken, konjugerede med deres Underdeterminanter med samme Fortegn. 



Er nu 



B = 



a x b x c x 
a % b 2 c i 

a 3 ^3 C 3 



en Transformation i Gruppen, og findes der Elementer, som ere konjugerede med deres 
Underdeterminanter med negfitivt Fortegn, saa maa der findes Rækker, hvor der forekommer 
2 saadanne Elementer. 

Vi kunne antage, at den øverste Række er en saadan, saa faa vi 

«il , H*il , -l"il t - »i 



og alt saa 

K! 8 >i, 

idet vi forudsætte, at b x og c x ikke ere O 1 ). 

Lad nu en anden Transformation hørende til Gruppen være 

Ifix = ax 
fiz' = yz 
saa kunne vi danne Transformationen 

«*«!, * m b u a m c l 

r ma *, r m ^ r mc >6 

Det første Element her er 

\a x |« — a m fi m \b l | 2 — a m f H \c l | 2 . 
Sætte vi nu 

a = ros t -f- i sin t 

fi = cos u-\-i sin u 

y = cos o + i sin t?, 

saa er den reelle Del af denne Størrelse 

a =- \a x '• — cos m (i — u) \ b x ! 2 — cos m (t~ v) ! c x |*. 



A m B A~ m B~ x = 



a m A x , a m A 2 , a m A. 6 
0"B U /?™# 2 , fi*B n 

T m C x , r >»c 2 , rc 3 



') Oiiivpiuli ere 6, og c, Ikke begge 0, hvis |«, |' > 1. 
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hvor t, u y v staa i et rationalt Forhold til % liz. Vi skulle nu \ise, at vi i ethvert Tilfælde 
kunne vælge m saaledes, at a > | a x | 2 . 

Vi sætte 

t = — 2tt, 7 < = - 1 27T, t? =- --27T, 
h n n 

h\or k x ,k tl k å ere hele Tal. Sættes endvidere k x — k^ =k y k l — A 3 =^ /, er 



a 



a. I 2 — cos — 2n .li, i 2 — cos — 2n . 
n ' n 



c i 



Vi forudsætte, at A ikke er perspektivisk. Da kunne hverken k x — k 2 eller k x — k d være 
0, ligesom k og l ikke kunne være lige store. 

.Man kan nu have : 

1) k = — Z, cos — 27T =^ cos — 27T, og kan da altid bestemme m saaledes, at 
i n n 

cos — 2tt bliver negativ, i hvilket Tilfælde a>|a,| 2 . 
n 

fc / 

2) - og - ere uforkortelige lirøker og k ikke lig — /. 
ti n 

fflfC 

Vi antage \b x | 2 > | <? t | 2 og bestemme m saaledes, at cos — 2;r faar sin numerisk 

ti. 

største negative Værdi, i hvilket Tilfælde vi altid have 

mk r-. ml 

cos — 2;r<cos — 2;r, 

ii n 

da denne største Værdi for — 2x er — ( for n-lige, — cos- for k- ulige, medens den 

største Værdi, cos — 27r da kan have, er cos — , saa at a>|a. I 2 . 

kl kl 

3) Man kan endelig have, at - og - kunne forkortes til — og — , hvori det gierne 

n n n l n t 

kan antages, at n x og n 2 ere indbyrdes primiske Tal, hvis den ene af disse Størrelser 
ikke er et Multiplum af den anden, idet hvis n 1 og n 2 ikke vare det, et Multiplum 

— — l og — — - kunde forkortes til Brøker, hvis Nævnere vare saadanne Tal. Vi kunne da 

bestemme m saaledes, at -27r fik en Værdi mellem T og ---, - - - ! In vil da kunne 

n x 2 Z tii 

skaffes en lignende Værdi, naar m erstattes ved w 1 ==y.n 1 + m, hvor y er et helt Tal, 

og vi bestemme y ved at 

[yn l +m)t l ^ l 2 (mod n 2 ), 

saaledes, at — 2;r ligeledes faar en Værdi mellem x- og --; det ses, at denne sidste Kon- 

gruens altid er mulig, da l, n x og n i ere primiske. 

mk 
Gaar n t op i n n kan man paa samme Maadc som i 2) sørge for, at cos — - er 

negativ og numerisk større end cos 1 



n 2 
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Er n t et Multiplum af w t og er « 2 =- w*i*'i? m, indbyrdes primisk med n n kan 
man ogsaa ved at erstatte A t og l x ved «« l i 1 og m l l l reducere Tilfældet til 2). Kun hvis 
dette ikke er Tilfældet, kan der opslaa Vanskeligheder. Det ses let, at vi kun behøve at 

undersøge det Tilfælde, hvor n 2 = nf. Vi kunne da altid bestemme m saaledes, at — - lit 

7T 3;r w * 

bliver en Vinkel mellem ^ og -^ , og idet vi erstatte m ved m\ 2yw 1? skulle vi nu 

bestemme y saaledes, at - — «-— bliver en Vinkel, ligeledes beliggende mellem ~ og 

3tt n ' Z 

-^- ; men dette ses let at være opnaaeligt. Er nemlig -~2;r en saadan Vinkel, kan man 

altid tillægge l t mindst n l forskjellige Værdier, og altsaa bestemme y saaledes, at 

(»/i + 2n 1 2/)/ 1 — l % mod (nf), 
da denne Kongruens, for at være mulig, kun kræver 

mZ x -^ l^ mod (n t ). 

Det er saaledes vist, at man, naar b x og c l ikke begge ere 0, altid kan bestemme 
m saaledes, at a> \a l | 2 , hvor \a t | 2 igjen er større end den reelle Del af a t . 

Gruppen kan da ikke være endelig; thi i saa Tilfælde maatte der være en Trans- 
formation i Gruppen, for hvilken den reelle Del af a 1 havde sin største Værdi. 

Ere b x og c x begge Nul, ville a 2 og a 3 ogsaa være Nul, da A t og A% cre Nul; 
men i saa Tilfælde ses det, at alle Elementerne for B ville være konjugerede med deres 

Inderdeterminanter, da 

A , __ i M!/' = fi!f g _ . \ t*'J = b *y + c ** 

\ fiz' = r z, \ pz' = 6 8 y + c 3 z, 

maa høre til en endelig Transformationsgruppe for en ret Linie. 

> i have da i alle Tilfælde vist : 

Naar en Transformationsgruppe, hvor Transformationerne trans- 
formere et Plan til sig selv, er endelig, maa den kunne transformeres 
saaledes, at i enhver Transformationsdeterminan t hørende til Gruppen, 
ethvert Element er koujugerct med sin Inderdeterminant (72) 

32) Vi ville nu gaa nøjere ind paa, hvilke af de Betingelser, Transformationsdeter- 
minantens Elementer ere underkastede paa Grund af (72), der ere uafhængige og hvilke 
der er en Følge af de andre. Lad os antage, at Gruppen (eller en Undergruppe) er bestemt 
ved at skulle indeholde 



A 



^i = 



pif — Py 

flZ ' = r z, 

1 a i t>i c i | 
B z I a 2 6 2 <? 2 

' ^3 ^a ^a* ' 
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J)e første Betingelser, \i fik, vare, at a n 6 X , c 3 skulle være konj uge rede med deres 
Underdeterminanter. Disse Betingelser ere øjensynligt uafhængige af hinanden. Derimod 
ere en Del af de øvrige Betingelser en Følge heraf, eller vi ville endogsaa vise, at have 
vi valgt a x , £ 2 , c 3 , og ere disse konjugerede med deres. Underdeterminanter, er herved 
givet, om Betingelserne (72) ere mulige eller ej. 

Til Bestemmelse af Dobbeltpunkterne havde vi Ligningerne 



x 



H *A 3 + fiSc x 
x 



lT*A x — ibi+cj/il+pl 



as 



y 

fi " 1 B s + fii c s 

y 

y 



fi *Cz — [a l +bi)tf+fi\ 



fi *C l +fjt*a i 



(71) 



fi~^A t +fiH l fi~^B 2 — (ai+« a )/i*-f/i* • ff~ l C\ + uS i a ' 

hvor fi er én af Multiplikatorerne. 

]Nu have vi __ _ 

j" a — K +*» + c a )/i s + (a 1 + i 8 + c 8 )//— 1=0, 
og altsaa 

/i*— (aj+6, );£*+/£""* C 8 = pT* — {A x + B^iT* + fin* 
og, idet vi forudsætte, at /i er en Rod af Enheden, ere altsaa Størrelserne paa begge Sider 
af Lighedstegnet sin egen konjugerede Størrelse, og ere altsaa reelle. Man ser altsaa, at 
alle de treleddede Størrelser i Nævnerne ere reelle. 

Multipliceres nu i de 2 første Ligninger førsle og sidste Forhold med hinanden, 
faas 

0^3 + /**«i) (/«-*£! +/i*«») = Reel. (73) 

Man har desuden 



*t 



! ^3 ^3 



a 



*i I 
— > 



«3 C 'A 



(74) 



og da a,^ =- ^i^3j* haves altsaa ogsaa 

A Z C X = a 3 c x 
og de andre analoge Ligninger. 

Udføres nu Multiplikationen i (73) faas 

1 ft~ l A 3 C l + fia }i c l + c x C x + a s A 3 =~ Reel, 

og da efter (74) /j,~ i A 3 C l +//a 8 c,, er Reel, haves altsaa ogsaa 

c i C l + a^A 3 = Reel. 

c l C l a. 4 A 3 = Reel (positiv), 

da c x a 3 = C x A d) og altsaa er enten c x C x og a 3 A. å reelle, eller c x C x og a 3 ^ 8 konju- 
gerede imaginære Størrelser. 



Men nu er 



(75) 
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Finder det første Sted, er altsaa c i C l reel, er dette i og for sig tilstrækkeligt til, 
at Transformationen kan bringes paa den i (72) omtalte Form for Transformationer, hørende 
til en endelig Gruppe, hvis |a,| b t \ c. 6 \ alle tre cre mindre end 1, og a n b t1 c 3 ere kon- 
jugerede med deres Underdeterminanter, og idet vi forudsætte, at ethvert Element i Deter- 
minanten og dets Underdeterminant ere Mul paa samme Tid. 

Thi er e l C l reel, maa man ogsaa have b x B x reel, da 

|a å r + A.^ + ^C, — 1. 

Paa samme Maade ses, at Produktet af ethvert Element og dets Inderdeterminant 
ere reelle Størrelser. Tillige maa disse Produkter alle blive positive. Thi b x B x og c x C x 
kunne ikke begge være negative, da | a, | saa var større end 1. Lad os da antage b x B x 
negativ, c x C x positiv, da er a 3 A 3 ogsaa positiv; thi c x C x a. 6 A 9 er en positiv Størrelse. 
Transformeres nu Gruppen, saa at Transformationen A bliver uforandret og | c x \ = \C X \, 
bliver ogsaa i a a | = | A B |. 

Men da ere alle Elementerne i Diagonalrækken c t b 2 a 9 konj ugerede med deres 

Underdeterminanter, og ligesom vi før, paa Grundlag af denne Egenskab, ved a l b % c 3 fik 

a a c, = A 9 C l} f* a v * nu ^i^*^ ^i^\) b x c i B x C t positiv; er altsaa b x B x negativ, maa 

c 2^2 ogsaa være det, og da b l B l a 2 A t er positiv, maa a t A 2 ogsaa være negativ; men 

dette er umuligt, da 

a 2 -d 2 + | b 2 \ % +e t C t = 1, 

hvoraf vilde følge | b 2 1 > 1. 

Altsaa er Produktet af ethvert Element og dets Underdeterminant positiv. 
Transformeres nu, saa at 



faas 

og heraf 

a i = ^i ? a a " ^3) 
og da alle Elementer i Diagonalrækken c l b i a B ere konjugerede med deres Underdeter- 
minanter 

b x c 2 «=■ B x C t 



og heraf 



^2 ^ 2 ) ^3 ■&$' 



Var c, C, ikke reel, kunde Transformationen ikke høre til en endelig Gruppe. 
Det kan vises, at i saa Tilfælde kan Gruppen transformeres, saa at baade Transformationerne 
A og B faa reelle Dobbeltpunkter. 

Skal baade A og B have reelle Dobbeltpuukter og høre til en endelig Gruppe, 
kan det vises, at Dobbeltpunkterne for A og B ligge paa samme Keglesnit. 

Vi skulle nu vise, hvorledes man kan beregne c l C x , naar a,, 6 2 , c s ere givne. 
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Da a t = A x o. s. v. , liar man 

b x a t = a,/^-— c- 3 

o, a 3 = ajtfg — 6 8 

<? 2 6 3 « i^c 3 — a, 
og da D = I , 

*i ff « a 8 + ^i«**s = f — l a il 2 — i ft «l" — I r 3 I 2 + 2a l & 2 ^ 3 . 

Ved Multiplikation af de 3 første Ligninger faas 

*i«* a a - c i a A = a i!>fcJ — aJ)iCa + \a*b* '+\afcJ\ + \bfc*\-^ l b t Ci\\a l \* + \h 2 \*+\e a \*\. 

Man faar da 

*i** a a \ * — l a i I 2 — ! 6 «! 2 — I c 3l 2 + 2a,6 2 c 3 



c 



1«2*3 i 



du _ _ _ _ _ ~ "o ~ " — - -- 



- 5 



hvor Størrelsen under Rodtegnet er reel. 

Vi betegne Rodstørrelsen med 7?. 
Man har 
^C, = c t a s ft 8 — c t 6 2 a 3 = ^a.^ — a^b^-L- |6,|* = — '— ! U_^ ' 8, --- L -— , 

Altsaa er c l C l reel, hvis Rodstørrelsen er det, og Transformationen kan altsaa bringes 
paa Formen (72), hvis 72 er en reel Størrelse l ). 

33) Vi ville nu, paa lignende Maade, som det er gjort for de endelige Transfor- 
mationsgrnpper for den rette Linie, undersøge de mulige endelige Tronsformationsgrupper 
for Planen. 

Vi ville først undersøge Sammensætningen af to Transformationer, der have de 
samme Dobbcltpunklcr. Lad os ftntage, at en saadan Transformation er 

I [to? — ax 
Lad os antage, at A er af Ordenen 

1 ru • • • 1 
hvor p n p 2 . . . ere Primtal, a n a 2 . . . hele Tal, saa vil A?VK* . . . være af Ordenen p 4 ?«, 



J ) For nt Ligningen /z 3 — (a,-f b^c^fi 1 + (a, -+-&* + ej/* — 1 = skal have Rødder, hvis. Modulus 
er 1, kræves visse riighedsbetingelser mellem a,, b 2 , r 3 . Saaledes er det nødvendigt, men ikke 
tilstrækkeligt, at | a, -f-6»+e 3 1 < 3. En nf Rødderne i Ligningen har altid Modulus 1. Have ikke 

alle Rødderne Modulus 1, ere de to af dem da t — a, den 3dic a* , hvor \a\—\, d>\. 

d 
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og det ses let, at A kan erstattes ved forskjellige Transformationer af Ordenerne //J>, />?»... 
med A'% Dobbeltpunkter som Dobbeltpunkter, medens omvendt disse Transformationer 
kunne betragtes som Potenser af A. 

Der er derfor kun Grund til at betragte Sammensætningen af 2 Transformationer 
A og B med samme Dobbeltpunkter, hvoraf denne ene er af Ordenen p% den anden af 
Ordenen p 6 , hvor vi antage «>6, og tilmed kunne antage, at B ikke er en Potens af A. 

Vi ville navnlig se, hvor mange forskjellige Transformationer vi kunne faa ved 
Sammensætning af A og B. Lad os da se, hvor naar vi kunne have 

A W B" = - A m *B*i. 



Man maa da have 
Er nu 



kræver dette, at 



eller 



(fix' = a v v 

£».-»., ^ Jjn-n, „g hyop „ _ — j r^Vl ^ 

iw— w, —q 

m-roi — ^ 

Er nu p ikke 3, ses det, at vi kunne antage q =■• 0. Multiplikatorerne «, /9, ^ 
(eller nogle af dem), maa da være p a fo primiske Rødder af Enheden, og « n /9 n y x , p h &e 

primiske Rødder af Enheden. - ! - maa da være lig »"~'\ og vi kunne sætle 

n — w, 

fi l — p m p*—*> 

hvor «', /?, y 9 ere [n — w,)te Rødder af Enheden og n — n x <//'. Vi have da 

B ~ B f AP (a " l, \ 

hvor Bf er en Transformation af i det højeste (n — n v )\* Orden, og vi se, at vi faa den 
samme Gruppe ved Sammensætning af A og B' som ved Sammensætning af A og #, saa 
at vi gjerne kunne erstalle B med /?'. 
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Ganske paa samme Maade kap imidlertid gaas frem , naar p = 3 , undtagen at q 
da ikke altid kan sætles lig O, og at Multiplikatorerne a, /?, y kunne være primitive Rødder 
af Enheden af Ordenen p a + l eller p 6+1 . 

Som Resultat af disse Undersøgelser ses da, at vi kunne forudsætte B saaledes 
valgt, at ingen Potens af A er lig en Potens af B. 

Er dette Tilfældet, og er B af Ordenen p 6 , ville A og B ved Sammensætning give 
Oprindelse til p a + b Transformationer. Specielt ses det , at der iblandt disse Transforma- 
tioner ville findes alle mulige Transformationer med de givne Dobbeltpunkter af Ordenen 
p b y idet der af denne Orden og lavere Orden vil blive p 26 Transformationer. 

Vide vi om en Gruppe af Transformationer, hvor alle Transformationerne have 
samme Dobbeltpunkter, at den indeholder Transformationerne A, B, C af Ordenen p a , p b , 
p c , hvor a > b > c, og B ikke ved at multipliceres med en Potens af A kan reduceres til 
en Transformation af lavere Orden, vil man have den samme Gruppe dannet ved at multi- 
plicere Potenser af A og JB, som ved at multiplicere Potenser af A , B og C, saa at C 
ikke er nødvendig til Dannelse af Gruppen. 

Vi se saaledes, at, naar alle Transformationer i en Gruppe have samme Dobbelt- 
punkter, behøve vi kun at kjende 2 af dens Transformationer for at kunne danne Gruppen, 
i Fald ikke alle Transformationer i Gruppen ere Potenser af samme Transformation. 

Kaldes de omtalte Transformationer A og B, og er Transformationen af højeste 
Orden hørende til Gruppen af Ordenen p" l p%* ..., hvor p n p 2 o. s. v. ere Primtal, skal 
B være af Ordenen p bl p b * ..., den højeste Orden af en Transformation i Gruppen, der 
ikke ved Multiplikation med en Potens af A kan reduceres til lavere Orden. Gruppen vil 
da indeholde p a t l + bl p«»+*» . . . Transformationer, den identiske Transformation mediberegnet. 

34) Vi ville dernæst undersøge, hvorledes en Gruppe er beskaffen, der indeholder 
perspektiviske Transformationer, specielt saadanne Grupper, der indeholde perspektiviske 
Transformationer af højere end anden Orden. 

Vi ville begynde med at undersøge saadanne Grupper, der indeholde en pcrspektivi.sk 
Transformation af 6te eller højere Orden. 

Lad os antage, at denne Transformation er 

firf = ax 

A s= « fi}f — a 2 y 
jjlz! = az, 
og at Transformationerne i Gruppen ikke alle transformere A's Perspektivcentrum og 
Perspektivaxe til sig selv (i hvilket Tilfælde alle Transformationerne i Gruppen transformere 
en ret Linie til sig selv, et Tilfælde, som vi ikke nøjere skulle komme ind paa), saa maa 
der existere endnu en perspektivisk Transformation B i Gruppen, hvor B er af samme 
Orden som A. 

Vidensk. Selak. Skr., 0. Række, naturvi.len.sk. og mathem. Afd. V. 2. 10 
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maa den transformere {y = 0, z = 0) til et af Punkterne (y = 0, x = 0) eller (2 = 0, 
x = 0), da den skal transformere (y =* 0, z = 0), Centret for Z>, til et Punkt af x = 0, 
-D's Axe, og da der ellers vilde være to Transformationer af 6te eller højere Orden, der 
transformerede x = til sig selv, uden at have sammenfaldende Dobbeltpunkter paa x =* 0, 
hvad der ikke kan forekomme i en endelig Gruppe. Men transformerer C (y = 0, z = 0) 
til [y = 0, x = 0), uden at lade y = 0, uforandret, i hvilket Tilfælde C maatte lade A 
uforandret og ogsaa Punktet (x == 0, z = 0), ses det paa lignende Maade, at den maa 
transformere iy = 0, x = 0) til (o? = 0, -2 = 0) og endelig (x = 0, 2 =« 0) til (y = 0, 2 = 0). 

Da nu C ikke har noget af sine Dobbeltpunkter fælles med A , maa C 8 være 
identisk, altsaa C af 3<lie Orden og ikke perspektivisk. 

Vi se da, at naar Gruppen indeholder perspektiviske Transformationer af 6te eller 
højere Orden, kan den enten bestaa af Transformationer, der alle transformere samme 
rette Linie til sig selv ved en cyklisk Gruppe, eller af Transformationer, der alle have 
de samme 3 Dobbeltpunkter, i Forbindelse med Transformationer, der enten have et 
Dobbeltpunkt af de omtalte 3 og ombytte de to andre eller ere af 3<he Orden og kreds- 
forskyde de 3 Dobbeltpunkter. 

Saadanne Grupper som de her nævnte kalde vi cykliske Grupper for Planer. 

Det er klart nok , at saadanne Grupper existere og at Transformationerne i dem 
have Ligninger af Formerne 

I II III 

paf = ax paf = ax fix' =- py \ 

t*y' = h i*y' = bz m/ = q* \ (76) 

fjtz' = yz /iz' — cy pz' = rx, J 

hvor vi gjerne kunne tænke os Gruppen saaledes transformeret, at alle de indgaaende 
Størrelser a, &, c o. s. v. ere Hedder af Enheden. 

I Stedet for II kan naturligvis optræde de analoge Former, som ombytte x og y, 
eller x og z. 

35) Vi komme nu til at betragte de andre Grupper, som indeholde perspektiviske 
Transformationer. Vi begynde da med dem, der indeholde perspektiviske Transformationer 
af 5te Orden. En saadan har Formen. 

I paf = ax 
fisf = az y 

hvor a er en 5te priinisk Rod af Enheden. Lad os nu antage, at Gruppen indeholder en 
Transformation C, som ikke lader A uforandret, saa kan den transformere A til 

19* 
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' paf — ax 
B £= firf = 6 2 y + c 2 * 

idet \i antage Koordinatsystemet saaledes valgt, at * = gaar gjcnnem begge Perspektiv- 
centrerne for 4 og fi, medens Axerne skjære hinanden i y = 0, z = 0. -4 og fl maa 
da begge transformere x = til sig selv, og Transformationsgruppen for Transformationer 
dannede ved Sammensætning af A og Z? maa da for denne Linie være cyklisk eller ikosa- 
edrisk. I sidste Tilfælde vil den indeholde en Transformation, som ombytter de Dobbelt- 
punkter A har liggende paa x = 0, saa at Gruppen ogsaa indeholder en Transformation 

fix' = ax 
D = \ pif = ay 
fiz 9 = d*z 



og 



//J?' = a*# 






pz' = az. 

Den Transformation, der ombytter Æs Dobbeltpunkter maa ha\e Formen 

/i af = a p x 



E 



In or c a 6 8 — «''. 
Man har da 



//# = c^z 



& 



og 



U" 



og endelig 



E™DA = 




som er en perspektivisk Transformation af 10de Orden. 

Efter det foregaaende maa da enten alle Transformationer i Gruppen transformere 
samme Linie til sig selv, eller ogsaa maa Gruppen være cyklisk. Da dette sidste ikke 
kan være Tilfældet, hvis x = ikke transformeres til sig selv ved en cyklisk Gruppe, 
dannet ved Sammensætning af A og i?, maa den altsaa i dette Tilfælde bestaa af lutter 
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Transformationer, der transformere x = til sig selv ved en ikosaedrisk Transfor- 
mationsgruppe. 

Aldeles lignende Bemærkninger kunne gjøres, hvis A og B ere perspektiviske 
Transformationer af 3die Orden og transformere x = til sig selv ved en Ikosaeder- 
gruppe eller en Oktaedergruppe. 

36) Vi gaa* derpaa over til at betragte Grupper , som indeholde perspektiviske 
Transformationer af 4de Orden. Vi antage ligesom før, at Gruppen indeholder en Trans- 
formation C, der ikke transformerer Centret for en perspektivisk Transformation hørende 
til Gruppen til sig selv, og at den altsaa maa indeholde 2 perspektiviske Transformationer 
af 4de Orden A og B } som vi kunne tænke os bragte paa Formen 

i " - * 



A ss { py" y 



I 



ps? « iz 



og 



fiaf = ix 

B = \ t*tf = b t!t + c * z 
f*z' = b s y+c 3 z. 

Hvis A ved Transformation ved de øvrige Transformationer i Gruppen kun transformeres 
til andre perspektiviske Transformationer, saaledes at Forbindelseslinierne mellem A's 
Centrum og de øvrige Transformationers Centrum kan transformeres til sig selv ved • 
cykliske Grupper, faas kun Grupper af samme Art som de i 34) omtalte. 

Vi antage da her, at A og B transformere x = til sig selv, idet de give Op- 
rindelse til en Gruppe, der for denne Linies Vedkommende er oktaedrisk. Gruppen maa 
da ligesom før ogsaa indeholde en Transformation, der ombylter <d's Dobbeltpunkter, og 
maa da ogsaa indeholde Transformationerne 

I fix' = ix ( paf = — x 

t*tf — «y og Z> s= | iijf — iy 
fiz' = —z \ fiz' = iz. 

Det ses da, at naar 2 Perspektivaxer for 2 Transformationer af 4de Orden skjære hinanden, 
vil deres Skjæringspunkt være Centrum for en perspektivisk Transformation, hvis Axe er 
den Linie, der forbinder de to første Transformationers Centra. Altsaa vil Axen for enhver 
perspektivisk Transformation af 4de Orden transformeres til sig selv ved en Transformation 
af 4de Orden, der har et Dobbeltpunkt i Axens Skjæringspunkt med Axen for en anden 
Transformation af samme Art, et andet Dobbelpunkt i sin Skjæring med Forbindelseslinien 
mellem de 2 Transformationers Centra. 
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Lad os nu antage, at P og p, Q og q ere henholdsvis Centra for og Axer for 
de 2 Transformationer ^ og 5, og at Gruppen indeholder en Transformation 7', der 
transformerer P og p henholdsvis til Q og q, og at T ikke har noget Dobbeltpunkt fælles 
med A eller B. Linien PQ vil da, hvis Gruppen er endelig, kunne antages at transfor- 
meres til sig selv ved en Oktaedergruppe. 

En saadan indeholder som bekjendt, se p. 56, 3 Transformationer af ide Orden 
med forskjellige Dobbeltpunkter. Vi antage, at p og q skjære PQ i P x og Q X1 saa er 
P, Q, P t , Q t de 4 Dobbeltpunkter for saadanne Transformationer af Linien. Der maa 
altsaa være endnu et Par saadanne Dobbeltpunkter 5 og S\. 

Vi kalde Skjæringspunktet mellem p og q R. 

Da der nu er Transformationer i Gruppen for den rette Linie , der ombytte saa 
vel Punkterne PP X indbyrdes som Punktparrene PP X med QQ X eller 5aS 15 maa der gives 
Transformationer, fremkomne ved Sammensætning af A og P, der ere perspektiviske og 
have deres Axer gaaende gjennem R og Punkterne P, Q } S, P X1 Q x , S x medens deres 
Centra ere P,, Q n S u P, Q, S. 

Da nu PQ selv er Axe for en perspektivisk Transformation, maa T og dens 
Potenser altid transformere PQ og enhver Perspektivaxe for en Transformation af 4 de 
Orden hørende til Gruppen til Linier, der gaa gjennem et af de 6 Punkter P, Q, S, P n 
Q n S n da der ellers paa PQ vilde findes flere end 6 Dobbeltpunkter for Transformationer 
af Ide Orden, som transformerede PQ til sig selv. Vi kunne tillige antage, at i det 
mindste én Potens af T transformerer PQ til en Linie, der ikke gaar gjennem P, idet, 
hvis dette skulde være Tilfældet, ellers en af Perspektivaxerne gjennem R vilde transfor- 
meres til en Linie, der hverken gik gjennem R eller faldt sammen med PQ^ og kunde 
anvendes paa samme Maade i Beviset, som vi her anvende PQ. 

Under den gjorte Forudsætning vil da den Linie, hvortil PQ transformeres, skjære 
hver af de 6 Perspektivaxer gjennem R i et Dobbeltpunkt for en Transformation af 4de 
Orden, der transformerer hver af dem til sig selv. 

Ligesom ethvert Skjæringspunkt for 2 Perspektivaxer for Transformationer af 4de 
Orden er Centrum for en ny perspektivisk Transformation af 4de Orden, saaledes er enhver 
Forbindelseslinie for 2 Centra for saadanne Transformationer en ny Perspektivaxe for en 
saadan Transformation. 

Nu have vi set, at der existerede i det mindste 4 Axer, af hvilke ikke 3 gik 
gjennem samme Punkt, idet PQ blev transformeret til en Linie, der hverken gik gjennem 
R eller faldt sammen med PQ, og der gjennem R gik 6 saadanne Axer. 

Saadanne 4 Axer kunne vi nu tænke os omprojicerede til 2 vilkaarligc Par parallele 
Linier, der staa vinkelrette paa hinanden, og hvis Skjæringspunkter ere AB CD 1 ). 

') Læseren bedes selv tegne en Figur. 
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Da er den uendelig fjerne Linie ogsaa en Perspektivaxe , ligesom Linierne AC og 
BD, der skjære hinanden i E, og Linier gjennem E parallele henholdsvis med AD og 
AB. Lad os antage, at disse sidste Liniers Skæringspunkter med Linierne AB, BC, 
CD, DA ere a, b, c, d, da vil der være følgende nye Axer ab, ad, Ab, Bd, som ville skjære 
DC i 1 Punkler forskjellige fra D, c, C, saa at der i det mindste paa denne Linie vilde 
falde 7 Skjæringspunkter med andre Perspektivaxer, hvad der er umuligt, da disse Punkter 
ere Centrer for perspektiviske Transformationer af 4de Orden, og CD skulde transformeres 
til sig selv ved en endelig Transformationsgruppe, saa at der i det højeste kunde være 6 
saadanne Centra paa CD. 

Hvis altsaa en endelig Gruppe indeholder perspektiviske Transformationer af 4de 
Orden, maa den enten være cyklisk, eller alle dens Transformationer maa transformere 
samme rette Linie til sig selv. 

37) Vi komme nu til endelige Grupper, der indeholde perspektiviske Transforma- 
tioner af 3<lic Orden. Kaldes en saadan Transformation A, antages det tillige, at Gruppen 
indeholder en Transformation C, der ikke har et Dobbeltpunkt i Æs Centrum, og trans- 
formerer A til en Transformation B, saaledes at alle Transformationer i den Gruppe, der 
kan dannes ved Sammensætning af A og B, transformere den Linie, der forbinder deres 
Centra, til sig selv ved en Tetraedertransformation. Vi antage Koordinatsystemet lagt 
ligesom i de forrige Tilfælde og antage da 

Ifiaf = ax i fix' = ax 

fiy f «= a 2 y B == | /*/ — b 2 y + c 2 z 

fiz' = az l pz' — b. å y + c 3 z, 

hvor a er en primitiv 9de Rod af Enheden. 

AB er en Transformation, der enten transformerer x = til sig selv ved en 
Transformation af 2den Orden eller af 3die Orden. Vi kunne antage det sidste, da ellers 
dens Multiplikatorer vilde være a 2 , la, —ia og (AB) 2 være en perspektivisk Transforma- 
tion af 6te Orden, hvad der vilde føre tilbage til før omtalte Grupper. 

A 2 B maa da transformere x = til sig selv ved en Transformation 
af 2den Orden (være af 2den Orden for denne Linies Vedkommende), hvis Multipli- 
katorer ere (da de kun ere bestemte paa nær en Faktor, som er en vil- 
kaarlig 3die Rod af Enheden), l, i, —i, dens anden Potens en perspektivisk 
Transformation af anden Orden med Centrum i Skjæringspunktet for A* s 
og -S's Axer, Axe i Forbindelseslinien mellem deres Centra. 

Vi ville nu undersøge, hvilke Undergrupper der kan forekomme i den Gruppe, vi 
undersøge, dannet ved Sammensætning af en perspektivisk Transformation af 2den Orden 
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og en perspektivisk Transformation af 3^'c Orden hørende til Gruppen , idet vi antage , at 
ikke den enes Centrum ligger paa den andens Axe. 

Idet vi atter tænke os Koordinatsystemet lagt som forhen, tiave saadanne to Trans- 
formationer Ligningerne 



C s l 



X* =^= — X 






fix = ax 

M = a*y D = 

jiz 9 = az 

Transformeres x = 0, den Linie der forbinder deres Centra, til sig selv ved en Ikosaeder 
eller Oktaedergmppe, vil der være Transformationer, der ombytte saavel C s som Z?'s paa 
x = liggende Dobbeltpunkter, altsaa transformere C til 

fix' = ax 
liy ' „ a y 
ftz' — a*x 

og transformere D paa lignende Maade. Gruppen maa da indeholde Transformationerne 

Ijjtx' = a*x i fix' = x 

l*}f -*y A ^ I rt =' -y 
fiz* = az [ fiz' » —z, 

og C l D l vil da være en perspektivisk Transformation af 6te Orden, saa at vi kunne for- 
bigaa videre Omtale af saadanne Grupper. 

Var Gruppen dannet ved C og I) tetraedrisk for x = 0's Vedkommende, er CI) 
af 3die Orden for x = 0's Vedkommende, og da en af Multiplikatorerne for (CD) 9 er — I, 
og denne skal være identisk for x = (Vs Vedkommende, maa den have Multiplikatorerne 
— 1, ?', t og være perspektivisk af 4de Orden. Gruppen maa da høre til de før omtalte. 

Undergruppen kan da være cyklisk for x = 0, den indeholder da Transformationerne 

fix' «■= ax 
fitf =- ay 

fiz* = a 2 r 

og 

fix' «r= «« ,r 

fty' = ay 
pz' = az. 

Deraf ses, at skal Gruppen være endelig og ikke høre til de allerede omtalte 
Grupper, maa Axerne for 2 perspektiviske Transformationer af 3<he og 2<len Orden, der 
ikke gaa gjennem hinandens Centrum, skjære hinanden i et Punkt, der er Centrum for en 
perspektivisk Transformation af 3<Ne Orden, hvis Axe er Forbindelseslinien mellem deres Centra. 
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Lad os nu antage, at P, p, Q, q ere Centrer og Axer henholdsvis for A og 5, 
hvoraf A ved C transformeres til Z?, saa er Skjæringspunktet R mellem p og q Centrum 
for en perspektivisk Transformation F af 2den Orden, hvis Axe er PQ. Transformere vi 
nu F ved C, vil PQ transformeres til en Linie, der gaar gjennem Q, medens R trans- 
formeres tii et Punkt af q. Transformerede nu C PQ til at gaa gjennem P, maatte R 
falde i g's Skjæringspunkt Q x med PQ\ men dette er umuligt, da det i Forvejen er forud- 
sat, at PQ transformeres til sig selv ved en Tetraedergruppe, og en af de Transformationer 
af 3<hc Orden, der transformere PQ til sig selv, har Dobbeltpunkt i Q l5 saa at delte ikke 
ogsaa kan være Dobbeltpunkt for en Transformation af 2den Orden , der trausformerer PQ 
til sig selv. PQ maa da transformeres til en anden Linie QT, medens R transformeres 
til et Punkt U af q. Er T Skjæringspunktet mellem QT og p, maa T være Centrum for 
en perspektivisk Transformation af 3die Orden med Axe i PZ7, da QT og p ere Axer for 
en perspektivisk Transformation af 2den Orden og en af 3die Orden, hvis Centrer ikke 
ligger paa hinandens Axer. Der existerer da, som før vist, en Undergruppe af Transfor- 
mationer med fælles Dobbeltpunkt i P, der alle transformere p til sig selv, og denne 
Undergruppe maa for p være cyklisk, da P er Skjæringspunktet mellem Axerne, PQ og PU^ 
for en perspektivisk Transformation af 2den Orden og en af 3die Orden, hvis Centrer R 
og T findes paa p. 

R maa da, ved de Transformationer der transformere q til sig selv, i det højeste 
kunne transformeres til 2 Punkter af denne , eller der maa gjennem hvert Perspektivcen- 
trum for en Transformation af 3die Orden beliggende paa PQ, gaa højest 2 Linier, der 
ere Transformationer af denne Linie. Det ses da, at der netop maa gaa dette Antal Linier 
gjennem Q og de omtalte Punkter, d. v. s. der maa gjennem hvert Perspektivcentrum for 
en Transformation af 3die Orden, hvortil Q kan transformeres, gaa 3 Linier, der ere Trans- 
formationer af PQ. 

PQ indeholder 4 Centrer for perspektiviske Transformationer af 3die Orden. 
Igjennem hver af disse maa der gaa 2 Linier L, der ere Transformationer af PQ, og 
disse ere de eneste existerende Transformationer af PQ; thi ellers vilde der være saa- 
danne Linier i, der gik gjennem 4 Perspektivcentrer for Transformationer af 3die Orden, 
beliggende paa Axer for saadanne Transformationer gaaende gjennem R. Da ethvert L 
ved Transformationer i Gruppen kan bringes hen til mindst tre Stillinger, kom disse Axer 
til hver at indeholde flere end 2 Centrer, som er umuligt. 

Gruppen kommer da til at indeholde en Samling paa 9 . 6 Transformationer af 
4de Orden, og denne vil udgjøre \N, naar hele Gruppen indeholder N Transformationer. 
N er da 216. Nu udgjør de Transformationer med tilhørende Samlinger, som transformere 
PQ til sig selv, \-N+ \N+ \ N + ^N = ^N = 159 Transformationer. Gruppen 
maa da indeholde Transformationer, der ikke høre til disse Samlinger. Men dette er 

Vidensk. Selsk. Skr., G. Række, natorridenak. og mathem. Afd. V. 2. 20 
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umuligt, da ingen Sæt Dobbeltpunkter med tilhørende Samlinger tilsammen kan indeholde 
£y — lN Transformationer. 

38) Vi ere nu naaede til at vise, at, hvis en endelig Gruppe ikke er cyklisk eller 
indeholder lutter Transformationer, der transformere samme rette Linie til sig selv, kan 
den kun indeholde perspektiviske Transformationer, der ere af 2den Orden. 

Vi skulle nu undersøge, hvorvidt en endelig Gruppe, der ikke er af de før nævnte 
Arter, kan indeholde to Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter, hvis Potenser 
kunne være en perspektivisk Transformation af 2den Orden. Da de to Transformationer 
maa transformere samme rette Linie til sig selv, kunne de antages at være 



A = 



fix = ax 

rt -tø 



b — 



fix' = ax 

Pif =- b t y + e t z 



fizf = yz 

hvor x = er den rette Linie, som begge Transformationerne transformere til sig selv. 
Efter Forudsætningen maa der da være 2 Tal m og n, saaledes at 

fix' = x 

C == A n = B* = « pxf = -y 

liz* — —z. 
Da x = skal transformeres til sig selv ved en endelig Gruppe, maa denne enten være 
cyklisk, tetraedrisk, oktaedrisk eller ikosaedrisk. Der maa da til Gruppen høre Transfor- 
mationer, der ombytte enten baade Æs og S's paa x = liggende Dobbeltpunkter, medens 
de lade deres fælles Dobbeltpunkt uforandret, eller Transformationer, der gjøre dette for 
den ene af Transformationerne A, saa at vi altid kunne antage, at der til Gruppen hører 

en Transformation 

fix' = a 2 x 

A' ==. < py' = ay 
(is? = az, 

hvoraf ses, at a maa være ^1 og at, hvis ogsaa 2?'s Dobbeltpunkter ombyttes ved en 
Transformation hørende til Gruppen, at da det samme maa være Tilfældet med a. 

Skulde der ikke være en Transformation i Gruppen, der ombytter 2?'s Dobbelt- 
punkter maa Gruppen enten for x = være cyklisk , B for denne Linies Vedkommende 
af 2den Orden, eller tetraedrisk B af 3die Orden for x = 0. Desuden kan B ikke være 
af 2den Orden, da saa B var en Potens af A. 

Lad os antage, at Gruppen dannet ved A og B for x = O's Vedkommende er 
oktaedrisk eller ikosaedrisk, saa har A og B Formerne 



[ P*? = db* 

Pif = ± *y 

psf = az 



B = 



fix' 



~> 



= -\-x 

— b ty + c * z 

= l> 8 y + c 3 z 
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Disse ere nu begge ikke af 2den Orden, og en af dem i det mindste kan antages ikke at 
være af 2den Orden for x = O's Vedkommende. Er nu en af dem B af 2den Orden for 
x = O's Vedkommende, maa man bruge øverste Fortegn for denne, da eiiers B % var iden- 
tisk og ingen Potens af den af Formen C. Er A ikke af 2den Orden for x = O's Ved- 
kommende, er den enten af 3die ? 4de eller 5te Orden. Er den af 3die eller 5tc Orden, maa A 
i en ulige Potens være en perspektivisk Transformation identisk med C, hvilket er umuligt, 
hvis nederste Fortegn bruges. Man maa da bruge øverste Fortegn. Er den endelig af 
4de Orden for x = O's Vedkommende, maa man have 

Lad os nu antage at vi skulde bruge nederste Fortegn, saa havde man 

fix' = — x 
py' =- ay 
fis! = — az . 

Der maa da høre mindst endnu en Transformation B til Gruppen med de samme 
Multiplikatorer som A, der ligeledes transformerer x = til sig selv. Multipliceres B 
med A faas en Transformation D af 3die Orden for x = 0, hvis Multiplikatorer ere l, 

, -, . , + 1 4- *T8 
a, a, hvor a = = — -=- . 

Desuden maa der til Gruppen høre Transformationer af 2den Orden, der transfor- 
mere x = til sig selv, og hvis Multiplikatorer ere — 1, —I, l. Disse kunne høre til 
samme Samling som A 4 . 

Der er nu i Alt 48 Transformationer, der transformere x = til sig selv. 

Indeholder hele Gruppen N Transformationer udgjør A og dens Potenser (med 
Undtagelse af 4de Potens) og tilhørende Samlinger -^N Transformationer, AB med Po- 
tenser og tilhørende Samlinger giV(med Undtagelse af den Potens, der er lig A 4 ), og 
endelig A 4 med tilhørende Samling ^JV, tilsammen -^N Transformationer. 

Gruppen kan da (smlgn. S. 166) kun endnu indeholde en Transformation af 2den 
Orden med tilhørende Samling udgjørende * i\T Transformationer. Man maa da have 
N = 48. Den eneste existerende Gruppe af den omtalte Art er da en saadan, at alle 
Transformationer i den transformere samme rette Linie til sig selv. 

Hvad der her er sagt i det foregaaende om Transformationer af ulige Orden og 
Transformationer af anden Orden, ses ogsaa at finde Anvendelse paa Tetraedergruppen, 
saa at ogsaa for dens Vedkommende øverste Fortegn maa bruges i alle Tilfælde. 

Er endelig Gruppen cyklisk for x = O's Vedkommende, maa en af Transforma- 
tionerne S, for denne Linies Vedkommende være af 2den Orden og vi kunne for B da 
kun bruge øverste Fortegn. 

20* 
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Er A af ulige Orden for x — (Vs Vedkommende, ses det ogsaa ligesom før, at 
man for Æs Vedkommende kun kan bruge øverste Fortegn. 

Er A af lige Orden for x = (Vs Vedkommende, maa man have den i det mindste 
af 8de Orden for Planens Vedkommende, hvis øverste Fortegn skal kunne bruges. 

Vi ville udsætte den nøjere Betragtning af de Grupper, hvori der kunne fore- 
komme saadanne Undergrupper som de sidst nævnte, for at gaa over til at undersøge 
hvor mange Transformationer forskjellige Undergrupper med tilhørende Samlinger til deres 
Transformationer ville udgjøre. 

39) Lad os antage, at en Transformation A med Multiplikatorerne «. /?, y hører 
til en Gruppe, saa ville vi undersøge, hvornaar en anden Transformation hørende til 
Gruppen kan transformere A til en Transformation med de samme Dobbeltpunkter. 

Dette kan ske under 3 Omstændigheder, idet vi antage, at A ikke er perspektivisk: 

1) Naar alle dens Dobbeltpunkter lades uforandrede. 

2) Naar 2 af dens Dobbeltpunkter ombyttes, medens det 3<lic lades uforandret. 

3) Naar de alle 3 ombyttes (kredsforskydes). 

Vi tage i det følgende ikke Hensyn til saadanne Grupper, om hvilke det i det 
foregaaendc er bevist, at de enten maa være Grupper, hvori alle Transformationer trans- 
formere samme rette Linie til sig selv, eller ere cykliske. 

. 1) Skal nu Æs Dobbeltpunkler alle blive uforandrede, maa de Transformationer, 
der transformere A paa denne Maade, selv have A's Dobbeltpunkter til Dobbeltpunkter. 

Nu have vi set, at hvis 2 forskjellige Transformationer af nte Orden have 
fælles Dobbeltpunkter og ikke have en fælles Potens, vil der forekomme perspektiviske 
Transformationer i Gruppen af Ordenen n, med de fælles Dobbeltpunkler til Dobbelt- 
punkter, n kan da kun være 2. Alle Transformationer, der have fælles Dobbeltpunkter, ere 
da enten 

a) Alle Potenser af samme Transformation 
eller 

b) Potenser af samme Transformation A< i Forbindelse med disse Transforma- 
tioner multiplicerede med en Transformation af 2<len Orden, der har sit Perspektivcentrum 
i et af Æs Dobbeltpunkter, sin Axe gaaende gjennem de 2 andre. 

2) 2 Dobbeltpunkter for A kunne ombyttes. Dette maa da ske ved en Transfor- 
mation B, der transformerer Forbindelseslinien mellem 2 af A' s Dobbeltpunkter Pog Q 
til sig selv, medens den lader det 3die, R, uforandret. B maa da faa PQ til Dobbeltlinic 
og 2 af sine Dobbeltpunkter liggende herpaa. 

B 2 maa da lade alle Æs Dobbeltpunkter uforandrede, og altsaa have dem til 
Dobbeltpunkler, og desuden endnu have 2 Dobbeltpunkter PQ. Den maa da enten være 
identisk eller perspektivisk med R til Centrum, PQ til Axe. 
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I første Tilfælde maa B være af 2<len Orden med sit Centrum paa PQ, sin Axe 
gaaende gennem Æ, og saaledes at Axen og Centret dele PQ harmonisk. I sidste Til- 
fælde maa B være af 4*le Orden, have 2 Dobbeltpunkter paa Linien PQ, saaledes at denne 
Linie deles harmonisk, sit 3die i R^ med tilsvarende Multiplikatorer t, — i", -h 1. I dette 
sidste Tilfælde, vil der, som det let ses, altid være en Potens af en Transformation med 
Dobbeltpunkterne PQR, der falder sammen med B*. 

Lad os nu antage, at B ombytter Dobbeltpunkterne svarende til Multiplikatorerne 
fl og y i A og lad os antage 

fix' — ax 

Å =z < fiy' — fly 
fizf = yz, 

saa indeholder Gruppen altsaa ogsaa Transformationen 

fix' — ax 

py 9 = ry 

fiz' -= flz 

og 

fix' -^ a* x 

pif — Pry — *y 

(iz' = flyz = az. 

Denne sidste Transformation er perspektivisk og maa altsaa være af 2den Orden, a kan 

da kun være +1, og 

I fix' = -t* 
Pif = «y_ 
fiz' ~ -\-gz. 

3) Endelig ville vi undersøge, hvornaar en Transformation B kan kredsforskyde 
Dobbeltpunkterne i A. Denne anden Transformation B maa være af 3<*ie Orden, eftersom 
tredie Potens af denne skal lade Dobbeltpunkterne i A uforandrede, og Z? 3 desuden har 
S's Dobbeltpunkter, saa at B 3 maa være identisk. 

Lad os' nu antage 

I fix' = ax 
py' — fly 
fiz' = yz, 

saa vil denne Transformation ved Kredsforskydning af Dobbeltpunkterne blive til 

fix' = flx 

Å ' ^\py' = ry 

fiz' = az 
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og r t*x' = yx 

( puf = /?*. 
Her skal nu A* og i4" enten være Potenser af A eller saadanne Potenser multiplicerede 
med en perspektivisk Transformation af 2den Orden. 

Vi kunne nu antage, at A er af mte Orden, idet vi antage, at m = p° ./?£ . . . , 
hvor p 1? p t ... ere Primtal. Vi behøve da kun at undersøge, hvor naar det er muligt, 
at en saadan Kredsforskydning af Dobbeltpunkterne kan finde Sted, hvis A var af Ordenen 
p a n p\ . . . , idet, hvis den kan finde Sted for Transformationer af disse Ordener, den ogsaa 
kan finde Sted naar m = p« .p% 

Lad os da først undersøge hvor naar den kan finde Sted, naar A er af Ordenen 
3 a , eller rettere, naar a, /?, y ere 3 a de primiske Rødder af Enheden l ). Man skal da have 

p = r m f \ < 77 > 

hvor / er en 3d»c Rod af Enheden. Vi behøve imidlertid her kun at sætte a — I og 2. 
Hvis a = 1, er det klart, at Ligningerne (77) kunne tilfredsstilles. Er a = 2, saa kunne 
vi af Ligningerne (77) faa 

1 = a m*-lfn*+m+i ? (78 > 

hvor vi kun behøve at give m Værdierne I og 2. For 1 faar man, idet / er en 3<*ic Rod 
af Enheden 

r = «/, 

og da afty = 1, « 8 = 1, saa at « ikke er nogen i)de primisk Rod af Enheden. For 
m = 2 er (78) umulig. 

Det ses da, at da man ikke kan bruge a = 2, kan man heller ikke bruge højere 
Værdier af a, idet for højere Værdier af a en Potens af Transformationen vilde have 
Multiplikatorer, der vare 3 2 primiske Rødder af Enheden. 

Er A en Transformation af jt>^ • te Orden, hvor p l ikke er 3, skal man have, naar 

dens Multiplikatorer ere a, /?, y 

/? = a m 

y — y?» 
a = y m , 

i = «"» 3 -' 
1 == f*'-* , 



J ) Er Transformationen ikke perspektivisk, vil den da være af 3 a de Orden. 
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hvoraf ses, at p l maa være et Primtal, der er af Formen 

p { = 3y-f 1 , 
da 

m 3 — 1 = (mod p**). 

Endelig kan der endnu, hvad der ses umiddelbart, findes en Transformation af Ordenen 2, 
med samme Dobbeltpunkter som A. 

Hvis altsaa ikke alle Transformationer i en Gruppe skulle transformere samme 
rette Linie til sig selv eller Gruppen være cyklisk, maa saadanne Transformationer i Gruppen, 
hvis Dobbeltpunkter kredsforskydes ved en anden Transformation i Gruppen, være af en 
Orden n, hvor n kan indeholde Faktorerne 2 og 3 samt Primfaktorer af Formen Zq-\-\. 

40) Vi skulle nu paa Grundlag af det foregaaende se, hvor store Dele af en 
Gruppe forskjellige Undergrupper med tilhørende Samlinger danne. 

Vi kalde stedse Antallet af Transformationer i Gruppen iV, og udelade saadanne 
Transformationer af Betragtningen, der ere cykliske, eller hvis Transformationer alle trans- 
formere den samme rette Linie til sig selv. 

Lad os først antage, at ingen Potenser af Transformationer med forskjellige 
Dobbeltpunkter ere identiske. 

Vi antage først, at der til 3 givne Dobbeltpunkter høre Transformationer, der alle 
ere af ulige Orden. Transformationerne kunne da alle anses for Potenser af een og samme 
Transformation -4, hvis Orden vi antage er n. Er n forskjellig fra 3, vil A kun kunne 

transformeres til sig selv ved de Transformationer, der have samme Dobbelpunkt som A. 

N 
Af saadanne gives der n, og A med tilhørende Samling udgjør da — Transformationer. 

TI 

Nu kan det enten være Tilfældet, at der ikke er Transformationer i Gruppen, der 

ombytte noget af dens Dobbeltpunkter. 1 saa Tilfælde ville de Samlinger, der tilhøre 

A's Potenser, alle være forskjellige, og Antallet af Transformationer i alle disse Samlinger 

tilsammen være 

(»— 1) 



N. 



n 



Dernæst kan det være Tilfældet, at en Transformation i Gruppen kan ombytte 2 af As 
Dobbeltpunkter. Dette kan kun finde Sted, hvis A's Multiplikatorer ere 1, a, a og da 
kun for de Dobbeltpunkter, der svare til «, a. I dette Tilfælde ville Potenserne af A to 
og to komme til at høre til samme Samling, og A med tilhørende Samlinger (de Sam- 
linger, der tilhøre Æs Potenser) vil udgjøre 

(Hr-l)iV 

Transformjilioner. 
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Endelig, hvis A er en Transformation af Ordenen p eller 3jø, hvor p er et Produkt af 
Primfaktorer af Formen 3^+1, kan det være Tilfældet, at Dobbeltpunkterne for A kunne 
kredsforskydes ved andre Transformationer i Gruppen. I saa Tilfælde ville 3 Potenser 
af A høre til samme Samling, og A med Potenser og tilhørende Samlinger indeholder da 

(p—\)N 

i P 

Transformationer. 

Vi have da endelig tilbage at undersøge, hvor mange Transformationer A med 
Potenser og tilhørende Samlinger udgjør, naar A er af 3die Orden og ikke er en Potens 
sif en anden Transformation. 

Vi kunne da antage, at A er af Formen 

I /i af =a x 
tå — «y 

hvor a = - - 9 ~ -. Det kommer nu an paa at afgjøre, hvor mange Transformationer, 

der gives i Gruppen, der lade A uforandret. Vi behøve kun at undersøge det Tilfælde, 
hvor Æs Dobbeltpunkter kredsforskydes ved en anden Transformation B i Gruppen. En 
saadan Transformation maa være af 3die Orden og have Formen 

I tå = py 
tå — 9* 
fii = rx 

eller en lignende Form fremkommet ved Kredsforskydning af Leddene paa højre Side. Vi 
kunne gjerne antage, atii?/? = <7 = r=l. Lad nu en anden Transformation, der 
kredsforskyder Æs Dobbeltpunkter være 

fix' = p x z 

B x ^ « py' =~ q x x 

. tå — r iy» 

saa er 

fix' = q x x 

tå = r xy 

tå = V\ z , 

hvor BB X er en Transformation, der har samme Dobbeltpunkter som A. og altsaa maa 
være en Potens af A. Man har da 

BB X e- A* 
B % ~ ApB-K 



BB X = 
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Enhver Transformation, der lader A uforandret, faas da ved at multiplicere en 
Potens af B med en Potens af A , , og det ses tillige , at enhver saadan Transformation 

transformerer A til sig selv. Der gives da 9 Transformationer, der lade A uforandret, og 

N 
A med tilhørende Samling udgjør da — Transformationer. Er der ingen Transformation, 

•7 

der ombytter 2 af A's Dobbeltpunkter vil A med Potenser og tilhørende Samlinger ud- 

2N " 
gjøre — — Transformationer, er der derimod saadanne, vil A og A 1 høre til samme Samling, 

og A med Potenser og tilhørende Samlinger udgjøre — Transformationer. 

41) Vi gaa nu over til at betragte Transformationer af lige Orden, der alle have 
samme Dobbeltpunkter, idet vi stadigt gjøre samme Forudsætning som i 40). 

Da maa enten alle Transformationer, der have samme Dobbeltpunkter, være Potenser 
af samme Transformation, eller ogsaa maa de være Potenser af samme Transformation i 
Forbindelse med disse samme Transformationer multiplicerede med en Transformation af 
2den Orden, der har sit Centrum i et af Dobbeltpunkterne, sin Axe gaaende gjennem de 
to andre. Fandtes der andre Transformationer med de samme Dobbeltpunkter, vilde der 
forekomme perspektiviske Transformationer af højere end 2den Orden , og vi vilde altsaa 
føres til saadanne Grupper, som vi her forbigaa. 

I sidste Tilfælde bestaa altsaa Transformationerne af Sammensætninger af 2 Trans- 
formationer af Formen 

fiaf = ax ( fix' = — x 

tå = h og B == j fi\f = y 

liz f = yz \ [xJ = — z } 

hvor A er en Transformation af lige Orden* Thi var A af ulige Orden , vilde baade A 
og B være Potenser af samme Transformation AB. A maa desuden være af Orden 2n, 
hvor n er et ulige Tal. Var A af Ordenen 2 p n, var A* p ~*- n af 4de Orden og havde da 
Multiplikatorerne l, i, — i, den maatte da hedde 

fxaf =••= ^ix 
A f = fixf = y 

Thi havde x andre Multiplikatorer, vilde A r B være perspektivisk af 4de Orden. Men da er 
B 2den Potens af A\ og der var altsaa ikke 2 Transformationer med de samme Dobbelt- 
punkter, hvoraf den ene ikke var en Potens af den anden. Vi kunne altsaa forudsætte, at 
A er af 2nteOrden. Sammensætninger tf A og B maa da give (4n — 1) Transformationer, 
herunder ikke indbefattet den identiske Transformation. 

Man faar nu ganske paa samme Maade, som narir Transformationens Orden var 
ulige, at eftersom der ikke er nogen Transformation, eller der er en Transformation, der 

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. o; mathera. Af d. V. 2. 21 
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x' = — X 



Man bar da 



ombytter to Dobbeltpunkter for en Transformation A , vil A med Potenser og tilhørende 
Samlinger udgjøre respektive - — N eller — — N Transformationer, naar der er q Trans- 
formationer, der have samme Dobbeltpunkter som A. Ombyttes Æs Dobbeltpunkter, maa 
Multiplikatorerne være ^1, -j- « 5 i«, idet a cr en ft°d a ^ Enheden. 

Lad os betragte det Tilfælde nøjere, hvor den første Multiplikator er — 1. Man 
har da 

C 1 

A ss l ftt/ = a#_ 
( /**' = — az, 

medens Transformationen /?, der ombytter A's Dobbeltpunkter, maa have Formen 

fix' = d x 
B — \ fJL}/ = c 2 z 

fix' = d*x 
B* = l fiy' = c s b Q y 

som enten er identisk eller perspektivisk af 2den Orden ; thi da Determinanten for B er 
1, er a'c 2 b. 6 = — 1, c 2 b 3 = — d. Er altsaa a = + *> s &a er B 2 af Formen 

Ijkæ' = x 
t*y r - -y 
fix' = —z, 

B af 4de Orden. Vi kunne gjerne forudsætte B af 4de Orden; thi ellers var d = — I, 
A B af ide Orden. 

Er der nu en Transformation af 2den Orden med samme Dobbeltpunkter som A y 
uden at være en Potens af A, eller er A af Ordenen 2 p . q, p > 1, ses det, at B* og en 
Potens af en Transformation med samme Dobbeltpunkter som A ere identiske. I dette 
Tilfælde behøver A med tilhørende Samlinger ikke at indeholde det fundne Antal Transforma- 
tioner, hvad der heller ikke gjælder om B med tilhørende Samlinger, idet vi da ere 
komne ind paa Betragtningen af Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter, der 
have samme Potens, hvad vi senere nøjere skulle behandle. 

Er Transformationen A af 2den Orden og ikke nogen Potens af en anden Trans- 
formation i Gruppen, kan de foregaaende Regler ikke direkte anvendes. Men da vil den 

enten ikke kunne transformeres til sig selv ved nogen anden Transformation i Gruppen, 

N 
i hvilket Tilfælde den med tilhørende Samling udgjør ~ Transformationer, eller ogsaa vil 

den transformeres til sig selv ved en Transformation i Gruppen, der har et Dobbeltpunkt 
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i dens Centrum, 2 i dens Axe. Kaldes denne i?, kan ikke D (eller nogen Potens af den) 
være af ulige Orden; thi, var B m af ulige Orden vilde AB være af lige Orden og en 
Potens heraf være identisk med A. Ligesom før (pag. 159) se vi da, at B maa være af 
2den Orden. Tillige ses det, (paa samme Maade som ved Transformationen af 3die Orden), 
at, hvis A ikke skal være en Transformation, hvis Centrum falder sammen med Dobbelt- 
punktet i en anden Transformation, der ikke er af 2den Orden, maa A alene transformeres 

N 
til sig selv ved A, B og AB, saa at A med Samling udgjør -r- Transformationer. 

Da een Potens af en Transformation af lige Orden altid er en Transformation af 
2den Orden, ses det, at hvis Gruppen indeholder en Transformation A af lige Orden, 2w, 
og en Transformation Æ, der kredsforskyder Æs Dohbeltpunkter, maa den ogsaa inde- 
holde perspektiviske Transformationer af 2den Orden med Centrum i et vilkaarligt af Æs 

Dobbeltpunkter. Der maa da være 4n — 1 Transformationer, der have samme Dobbelt- 

N 
punkter som A. A med tilhørende Samling vil komme til at indeholde -r- Transforma- 

N in 
tioner, og da de i Samlingen forekommende Transformationer ville have forskjellige Sæt 

Dobbeltpunkter, idet 3 af de Transformationer, hvortil A transformeres, have samme 
Dobbeltpunkterne som A, vil A og de Transformationer, der have samme Dobbeltpunkter 

som .1 med tilhørende Samlinger udgjøre t ^ — - — Transformationer. 

1 2 n 

42) Vi gaa nu over til at betragte Undergrupper, hvor Transformationer med for- 
skjellige Dobbeltpunkter have samme Potens, idet vi stadigt kun tage Hensyn til saadanne 
Grupper, hvori ikke alle Transformationer transformere samme Linie til sig selv eller ikke 
ere cvkliske. 

Vi kunne nu først antage, at alle disse Transformationer, der have samme Potens, 
som altid maa være en Transformation af 2den Orden, transformere en ret Linie x «= o 
til sig selv ved en ikke-cyklisk Gruppe. 

2 Transformationer i Gruppen (se (38)) ville da være 



ax = X 

Pif = hy + e t z 



fiX = X 

A s= { fijf = ay g B ^ < 

fiz = az 

Vi kunne ikke have nogen anden Transformation, der har sit Dobbeltpunkt i et af de 
Dohbeltpunkter paa x =■ 0, der tilhører en af de Transformationer, der transformere x = 
til sig selv, f. Ex. i et af A's Dobbeltpunkler, end Potenser af A ; thi da vilde een af 
Dobbeltlinierne for A enten transformeres til sig selv ved en Gruppe af Transformationer, 
der havde et fælles Dobbeltpunkt i A y s Dobbeltpunkt x «= 0, z = 0, uden at Dobbelt- 
punkterne i alle Transformationerne vare sammenfaldende med As Dobbeltpunkter, og 
saaledes, at den til æt = 0, z = svarende Multiplikator af A var forskjellig fra ±1, 

2r 
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(idet der til ethvert Dobbeltpunkl i x = i det mindste svarer en Multiplikator forskjellig 
fra il), hvad der er umuligt under den gjorte Forudsætning (se Begyndelsen af (42)), 
eller ogsaa vilde der være en Transformation , med samme Dobbeltpunkter som A , der 
uden at være en Potens af A transformerede x = til sig selv. 

Da der ikke kan komme nye Transformationer til for x = 0, da Gruppen for 
dennes Vedkommende er fuldstændig, og da den til y =» 0, z = svarende .Multiplikator 
maa være -f 1, ses dette at være umuligt. 

Kaldes nu, ligesom før, Antallet af Transformationer i hele Gruppen iV, saa er 
enhver Transformation A , der transformerer x = ved en Transformation af wtc Orden, 

af 2nte Orden. En saadan transformeres da til sig selv ved 2» Transformationer og ud- 

N 
triør med tilhørende Samling ^- Transformationer. Der kan ikke existere en Transfor- 

2n 

mation i Gruppen, der ombytter alle dens 3 Dobbeltpunkter, da der saa vilde komme en 
ny Transformation med samme Dobbeltpunkter som A. Den «te Potens af A er af 2den Orden. 

Det ses nu, at alle Potenser af A, med Undtagelse af den wtc, med tilhørende 
Samlinger, ville udgjøre 

2w 4n 

eftersom der er Transformationer, der ombytte Æs Dobbeltpunkter, eller der ikke er saa- 
danne, medens den ute Potens af A , der er af 2den Orden , transformeres til sig selv ved 

alle Transformationer, der transformere x = til sig selv. 

N 
Er dette Antal 2ø, udgjør altsaa A n med tilhørende Samling — Transformationer. 

Zq 

Tages nu Summen af Antallet af alle de Transformationer, hvorved x = transformeres 
til sig selv, faas 

n i 

idet N2- — antvder Antallet af Transformationer, hvis Dobbeltpunkter ikke ombyttes ved 

n n — \ 

nogen Transformation i Gruppen, N2-* — Antallet af de Transformationer, hvis Dobbelt- 

punkter ombyttes, og Ligningen faas ifølge de bekjendte Sætninger om Transformations- 
grupperne for den rette Linie. 

Er Gruppen cyklisk for x = O's Vedkommende, kan den tænkes opstaaet ved 
Sammensætning af 2 Transformationer 



r -- < 



MV' — <*y og B = 

fiz' = ±az 



t* 



af = x 



py — -z 

!**' = y. 



for underste Fortegns Vedkommende muligvis i Forbindelse med perspektiviske Transfor- 
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mationer af 2den Orden, der have deres Centrer henholdsvis i x = 0, y = og x = 0, 
z =~ 0. Vi ville først undersøge de Tilfælde, hvor vi for A bruge øverste Fortegn. 

Lad os først antage, at A transformerer x = ved en Transformation af ulige 
Orden. Vi kunne da bruge akkurat de samme Betragtninger som i forrige Tilfælde. A 
maa altid være af lige Orden og i dette Tilfælde af 2 qte Orden, hvor q er et ulige Tal. 
Sammensætningen af A og B giver da Aq — 1 Transformationer, A og dens Potenser 
2q—i Transformationer, medens der bliver 2q Transformationer af 4de Orden ved at 

danne Produkterne A m B. I Forbindelse med de tilhørende Samlinger ville disse Transfor- 

4ø — 1 

mationer tilsammen udgiøre — -. A ; Transformationer. 

w \q 

Transformerer A x = til sig selv ved en Transformation af lige Orden, maa A, 
idet vi kun her tage Hensyn til øverste Fortegn, være af Ordenen 4j, hvor q er et helt 
Tal. Den cykliske Gruppe, hvorved x = transformeres til sig selv, kommer til at inde- 
holde 3 forskjellige Samlinger. Kalde vi nemlig den Transformation, hvorved A transfor- 
merer x = til sig selv, A\ den tilsvarende hvorved B transformerer x = til sig selv 
Bf o. s. v., vil Gruppen for x = indeholde A* og dens Potenser, Samlingen bestaaende 
af Bf multipliceret med lige Potenser af A f og Samlingen bestaaende af A' multipliceret 
med fx lige Potenser, allsaa indeholdende henholdsvis Transformationerne A' 2m B' og A ,2m + l B' } 
hvor m er et vilkaarligt Tal. Disse udgjøre den fuldstændige Gruppe, hvorved x = 
transformeres til sig selv. De tilsvarende Transformationer for Planet A 2m B og A 2m + { B 
ere af 4de Orden, hver med 2 Dobbeltpunkter paa x = 0, og skulde en Transformation i 
Gruppen transformere saadanne 2 Transformationer til hinanden, maatte den ogsaa trans- 
formere x = til sig selv. Men da existerede der for x = en Transformation, for- 
uden de nævnte, hvad der ikke kan være Tilfældet, under Forudsætning af, at A' er Trans- 
formationen af højest Orden, hvorved x = transformeres til sig selv. 

De Transformationer, hvorved A transformeres til sig selv, med tilhørende Samlinger 

ville da i dette Tilfælde udgiøre -^ — N Transformationer. 

~ Hq 

Vi antage nu, at der skal bruges underste Fortegn; men at der ikke findes Trans- 
formationer af 2den Orden med Centrum i x = 0, y = eller x = 0, z = 0. A maa 
da være af Ordenen Hq, hvor q er et helt Tal. Den kan nemlig ikke være af Ordenen 
2 y, naar q er ulige, idet da ingen Potens af den vilde være en Transformation af 2den Orden 
med Centrum i y = 0, z = 0. Den kan heller ikke være af Ordenen 4j, naar q er 
ulige. A* vilde nemlig da være af 4de Orden , og da Koefficienten til x i første Ligning 
for A? vilde være — i, maatte den have Multiplikatorerne — 1, t, t og førte altsaa til de 
Grupper, hvis Undersøgelse vi her forbigaa. 

Bruge vi de samme Betegnelser som før, vil der være i Gruppen for x = tre 
Samlinger, A' med Potenser, Transformationerne A 2m B\ A' 2m ^ i B\ De tilsvarende Trans- 
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formationer af Planet ere her henholdsvis af Ordenen 4 og 2, og det ses, at de paa .r -= 
liggende Dobbeltpunkter for den ene ikke kan transformeres hen til Dobbeltpunkterne for 
den anden, enten af samme Grund som før, eller fordi Gruppen vilde komme til at inde- 
holde perspektiviske Transformationer af 4de Orden. 

Derimod er der her intet i Veien for, at det 3die Dobbeltpunkt for en Transfor- 
mation A 2m B muligvis ved en Transformation i Gruppen kunde transformeres hen til Per- 
spektivcentret for en Transformation A* m + [ B, saa at altsaa A 2m + l B og (^4 2m jB)* hørte til 
samme Samling. Vi se imidlertid, at A med Potenser og tilhørende Samlinger samt 

A 2m B med tilhørende Samlinger maa udgjøre — ~ — - A ; Transformationer. 

1 bq 

Skal Gruppen indeholde Transformationer af 2den Orden med Centrum i x = 0, 
y =-- og x = 0, z = 0, kunne vi altid tænke os de Transformationer, der have samme 
Dobbeltpunkter som A, fremkomne ved Sammensætning af 2 Transformationer 

~ [ix f = x ( (xaf = — x 

tl if = ay og A x e= 

fis? = az 

hvor A er af lige Orden 2q. Der findes da 4 q Transformationer, der have samme Dobbell- 
punkter som A. q maa være et ulige Tal , da der ellers vilde forekomme perspektiviske 
Transformationer af Ide Orden. Idet vi ligesom før antage, at Gruppen indeholder en 

Transformation 

' fix' =* x 

/*'/ = — * 
fiz' — y, 



t*y = y 



/* 



z = — z 



B 



se vi, at den vil indeholde A med tilhørende Samlinger samt Transformationer af 4de Orden 
med tilhørende Samlinger af Formen A m B\ endelig vil den endnu indeholde Transfor- 
mationer af 2den Orden af Formen A m A x B, men ligesom før er det muligt, at disse høre 
til de allerede før omtalte Samlinger. Er nu #>3, vil A og Transformationerne A m B 

med tilhørende Samlinger udgjøre — ~ - N Transformationer. Er q = 3 , kan det være, 

at Gruppen indeholder en Transformation, der kredsforskyder Æs Dobbeltpunkter, og A 
med tilhørende Samlinger vil da udgjøre - A T Transformationer, medens Transformationerne 
A m B med tilhørende Samlinger ville udgjøre Å' Transformationer, saa at disse Sam- 

29 

lingcr tilsammen udgjøre -^ N. 

n — l 
Idet ifølge 40) en Transformation, 7 1 , med tilhørende Samlinger udgjør A*, 

w— 1 n— 1 A 7 n 

— -- — N eller - - - N eller endelig mulig — Transformationer, naar ingen Potens af T er 
2n an 9 

identisk med en Potens af en anden Transformation , der har forskjellige Dobbeltpunkter 
fra r, er det nu let at bestemme alle de Grupper, der kunne forekomme, som indeholde 
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Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter; men hvoraf en Potens er samme Trans- 
formation. Thi i alle de omtalte Tilfælde, hvor A var cif Formen 



A i 



T-=i < 



flX — X 

pif = ay 
fiz' = az 



og der ikke forekom nogen perspektivisk Transformation med Centrum i x = 0, y — 0, 
saa vi, at Transformationerne A og B og Produkter af disse med tilhørende Samlinger 
maatte udgjøre 

p 

Transformationer, hvor p mindst var 8. Er nu p større end 8 kan Gruppen ikke inde- 
holde nogen Samling, foruden de nævnte, da saa Antallet af Transformationer i de for- 
skjellige Samlinger tilsammen var større end jV, hvad der er umuligt. Vi maa da have 

P 
idet Gruppen endnu foruden de omtalte Samlinger indeholder den identiske Transformation. 

Vi have da 

JV-p, 

og da dette netop er det Antal Transformationer,- man faar ved at sammensætte A og S, 
bestaar Gruppen kun af disse Transformationer og Produkter af dem. 

Var p = 8, kunde Gruppen muligvis endnu indeholde en Samling af Transforma- 
tioner af 3die Orden, hvori enhver Transformations Dobbeltpunkter baade kunde kreds- 
forskydes ved en anden Transformation i Gruppen, og hvor ogsaa to Dobbeltpunkter 
kunne ombyttes ved en Transformation, der lod det tredie uforandret. 

Gruppen vil komme til at bestaa af Transformationer af 4de Orden og deres 
Potenser, og af Transformationer af 3die Orden. Man skulde have 

' N = 72. 

Gruppen er, saa ledes som det senere skal vises, endelig. Den vil til 
Undergruppe have en Gruppe paa 36 Transformationer, som senere nøjere skal undersøges, 
og om hvilken det skal vises, at den er Undergruppe. 

Gruppen skal indeholde 8 Transformationer af 3die Orden, der danne en cyklisk 
Undergruppe. 

Vi komme nu til de Tilfælde , hvor Gruppen skulde indeholde Transformationer 
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med forskjellige Dobbeltpunkter, men hvoraf en Potens var samme perspektiviske Trans- 
formation, og som indeholdt en Transformation 

• lid = — x 

t*tf = «y_ 
t lZ ' xs ^ — a z • 

Hvis n ikke er 3, og A havde fælles Dobbcltpunkter med An Transformationer, saa vi, at 
det Antal Transformationer, der transformerede x — til sig selv, med tilhørende Samlinger 
udgjør mindst 

Hn ' 

hvor w mindst var 2. Det ses da, at Gruppen, foruden de omtalte Samlinger, maa inde- 
holde een Samling til af Transformationer af 2den Orden, idet en saadan Samling paa 
-N Transformationer er den eneste mulige Samling, den endnu kan indeholde. Man 
har da 

N — 8«, 

hvoraf ses, at Gruppen alene indeholder Transformationer, der transformere samme rette 
Linie til sig selv. 

Vi have da det ene Tilfælde tilbUge, n = 3, og behøve kun al behandle det under 

den Forudsætning, at 

i ti af = — x _ 

' , — \+m 

A = l MV «• ay a = ^ 

liz' = az> 

og at Gruppen indeholder en Transformation, der kredsforskyder 4's Dobbeltpunkter. Vi 
saa da, at A og de Transformationer af 4de Orden, der transformere x ==-* til sig selv- 
med tilhørende Samlinger udgjøre 

29 N 

72 

Transformationer. Tillige ses, at de Transformationer, man faar ved at sammensætte 
Aj B (se S. 164) og en Transformation af 3die Orden (7, der kredsforskyder A's Dobbelt- 
punkter, udgjøre 71 Transformationer. 

Det ses umiddelbart, at Gruppen ikke endnu kan indeholde 2 Transformationer 
med tilhørende Samlinger, for hvilke andre Transformationer i Gruppen kan ombytte to 
Dobbeltpunkter, idet disse da, da Antallet af Transformationer i dem begge tilsammen ikke ' 
kan udgjøre flere end ^ A' Transformationer, begge maatte være af 2den Orden eller den 
ene af 3die Orden, og det ogsaa ses, at dette er umuligt, da man skulde have 
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29 iV + ~iV+1 - 2V, 



72 » 72 

som er en umulig Ligning eller N = 72, som ogsaa er umulig. 
Man maa da have 

72 ' 2n ^ Zn x ' 9 ^ 

hvor dog et eller flere af Leddene kunne mangle. Det er saaledes tydeligt, idet vi antage 
«j>7, (den mindste Værdi, forskjellig fra 3, n t kan have), at, hvis Leddene med n og 
w 1 begge skulle existere, maa man have n = 2, og altsaa 

n, + 24 ' 

som ses at være umulig, da Gruppen kom til at indeholde færre end 72 Transformationer. 
Vi maa altsaa enten udelade Leddet indeholdende n eller det, som indeholder m,. Vi have 
da i første Tilfælde 

36 -n 
idet q maa sættes lig I. 

Denne Formel kan muligvis bruges, naar n =» 35, som vilde give A ; = 72.35. 

Gruppen skulde da indeholde 36 . 34 Transformationer af 35te Orden og Potenser af disse. 

Der maatte altsaa være 36 forskjellige Sæt Dobbeltpunkter, hvortil hørte Transformationer 

iV 
af 35te Orden. Gruppen skulde kun indeholde ^ = 3.35 Transformationer af 2den Orden, 

og disse hørte alle til samme Samling. Men da ses Gruppen at være umulig. Thi der 
vilde være 35 Transformationer af 2den Orden, som ombyttede Dobbeltpunkterne for enhver 
Transformation af 35te Orden, og som altsaa havde sit Centrum P paa en Dobbeltlinie D 
for en Transformation af 35te Orden. 

Ethvert Centrum for en Transformation af 2den Orden er imidlertid Dobbeltpunkt 
for en Transformation af 6te Orden, og en Linie D gaaende gjennem P kunde altsaa 
transformeres hen til 6 Linier, alle gaaende gjennem P. Da hver af disse Linier skulde 
indeholde 35 Centra for Transformationer af 2den Orden, er herved Gruppens Umulighed bevist. 

Idet det er umuligt at gjennemgaa alle Tilfælde udførligt, skal kun bemærkes, at 
lignende Maader vilde kunne bruges for at vise Umuligheden af lavere Værdier af «. 

Manglede Leddet indeholdende n kunde man sætte 

72 ^ 3» t ^ 3n 2 iV + 

Vidensk. Selak. Skx., 6. Række, naturvtdensk. og mathem. Afd. V. 2. 22 
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Man kunde her ikke sætte begge Størrelserne n t og n 2 større end 7. Vi kunne da sætte 
n t = 7 og faa da 

N = 



504 n 2 



168 — lln 2 ' 

hvor det eneste mulige Tal skulde være n s «= 12, der vilde give A 7 = 168, som dog ses 
heller ikke at kunne bruges, da 72 ikke gaar op heri, hvad der maa være Tilfældet, da 
^N skal være et helt Tal. 

Endelig kan man forsøge at sætte 



n»+"^»+l»+' = x 



N =* 



72 n, 



\dn l —Sqn l +24' 
som let ses ikke at kunne bruges. 

Det fremgaar heraf, at hvis en Gruppe indeholder en Transformation A, og baade 
indeholder andre Transformationer, der kredsforskyde Dobbeltpunkterne i A, og saadanne, 
der ombytte to af As Dobbeltpunkter, medens de lade det tredie uforandret, medens A 
er en Transformation af Formen 

fiaf = — x 



er Gruppen cyklisk. 



A — \ w = «y a — — 2 — 



43) Vi ville nu endelig gaa over til at bestemme alle de Grupper, som, uden at være 
cykliske, eller uden at alle Transformationerne i Gruppen transformere samme rette Linie 
til sig selv, ikke indeholde Transformationer med forskjellige Dobbeltpunkter, hvoraf en 
Potens er samme perspektiviske Transformation af 2den Orden. 

I en saadan Gruppe maa der ikke forekomme perspektiviske Transformationer af 
højere end 2den Orden. 

Vi have allerede set, at hvis en saadan Gruppe indeholder en Transformation A 
af nte Orden, eller n Transformationer, der have de samme Dobbeltpunkter, ville disse 
med tilhørende Samlinger udgjøre 

•i ' 2n ' 3n ^ 

Transformationer, eftersom der ikke gives nogen anden Transformation i Gruppen, der 
ombytter Dobbeltpunkterne for en Transformation i Samlingen, eller der gives en Trans- 
formation, der ombytter to Dobbeltpunkter, men lader det tredie uforandret, eller der 
gives en Transformation, der kredsforskyder alle 3 Dobbeltpunkter. 
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Da n — 1 er primisk med n, og Antallet af Transformationer i en Samling skal 

N 
være et helt Tal, maa altsaa — være et helt Tal, i de to sidst omtalte Tilfælde ses tillige 

NN n 

7T- eller — at maatte være hele, dersom N er et Multiplum henholdsvis af 2 eller 3. 

2n 3n r 

N maa saaledes være et Tal, der indeholder det mindste fælles delelige Tal for 
Ordenen af de Transformationer, Gruppen indeholder, som Faktor. 

Betegnes ved 2' N Summen af Antallet af alle de Samlinger Transformationer, 

Gruppen indeholder, i hvilke ikke to Dobbeltpunkter for en Transformation i Samlingen 
omhyttes ved nogen anden Transformation hørende til Gruppen, o. s. v., ses det, at det 
samlede Antal Transformationer i Gruppen er bestemt ved 



"(^+^+^+0+'-*. 



(70) 



idet q er Antallet af Samlinger i Gruppen bestaaende af Transformationer af 3<Ue Orden, 
hvis to Dobbeltpunkter baade ombyttes ved en Transformation i Gruppen, og hvis Dobbelt- 
punkter alle tre kredsforskydes ved en anden Transformation i Gruppen. 
Ligningen (79) kan ogsaa skrives 

« X -2^-2±=±-£*=±-%. (80) 

N n 2n x 6n 2 9 

Da i højre Side af denne Ligning Nævneren i det højeste er mindste fælles dele- 
lige Tal for Ordenen af de Transformationer, der indgaa i Gruppen, eller dette Tal multi- 
pliceret med 2, 3 eller 6 , idet man tænker sig alle Brøkerne paa højre Side* gjorte eens- 
benævnte, og efter udført Regning forkortede saa meget som muligt, har man følgende 
Sætning: 

Antallet af Transformationer i en endelig Gruppe er det mindste 
fælles delelige Tal for Ordenen af de i Gruppen indgaaende Transforma- 
tioner, eller dette Ta[l multipliceret med 2, 3 eller 6. Det ses tillige, at 
Faktorerne 2, 3 eller 6 til det mindste fælles delelige Tal kun kan fore- 
komme, forsaavidt Gruppen indeholder Transformationer, for hvilke kun 2 
Dobbeltpunkter ombyttes ved en Transformation i Gruppen, eller Trans- 
formationer for hvilke alle 3 Dobbeltpunkter kredsforskydes ved en anden 
Transformation i Gruppen eller Transformationer af begge disse Arter. (81) 

Hører der til Gruppen kun Transformationer, hvori intet Dobbeltpunkt ombyttes 
ved en anden Transformation eller højest 2 Dobbeltpunkter ombyttes, faa vi de samme Tal 
frem for Antallet af Transformationer i Gruppen og Antallet af Transformationer i Sam- 
lingerne, som vi allerede have faaet ved de endelige Grupper for den rette Linie. Vi ville 
derfor kun anstille Undersøgelser, for saa vidt Gruppen indeholder Transformationer, i 
hvilke alle tre Dobbeltpunkter kredsforskydes ved en anden Transformation i Gruppen. 

22* 
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Her følger nogle Antydninger uf, hvorledes man ofte kan afgjøre Gruppernes 
Mulighed, idet i det følgende Gruppernes Umulighed, hvor de enkelte Tal tilfredsstille (80), 
kun vil blive nævnt, eller i det højeste Beviset kun antydet. , 

Et vigtigt Middel haves i Sætning (81). Hvis Gruppen ikke er cyklisk, maa den i 
det mindste indeholde to Transformationer af nte Orden A og B med forskjellige Dobbell- 
punkter, hvis den indeholder en saadan, idet i modsat Tilfælde alle Transformationer i 
Gruppen skulde lade Æs Dobbeltpunkter uforandrede eller ombytte dem, saa at Gruppen 
mod Forudsætningen var cyklisk. 

Har nu Å og B forskjellige Dobbeltpunkter, ville 

JB, ABA-t, A*BA~ 2 ... A*-*BA-"* 
være lutter forskjellige Transformationer, og to af dem kunne kun have samme Dobbelt- 
punkter, hvis A eller en af dens Potenser ombytter to eller alle tre Dobbeltpunkter 
for B. Gruppen vil da i de nævnte Tilfælde mindst komme til at indeholde, (da den for- 
uden de nævnte Transformationer indeholder A), n+ 1, ^ + 1 e ^ er ^ + * Transforma- 
tioner af nte Orden med forskjellige Dobbeltpunkter hørende til samme Samling, og Sam- 
lingen maa da mindst indeholde 

(n-Dbi+l), (n-l)(|+l) eller (n-1)(|+l) 

Transformationer, og da Antallet af Transformationer i Samlingen skal være 

n — 1 XT n — 1 ., n — 1 

N , -5 — N eller — , 

n 2n én 

maa N i de tre Tilfælde være lig eller større end 

n(n + 1), n(n -f 2) eller n(n + 3). 

Det ses tillige, at de sidste Tilfælde kun kunne indtræde, naar n er delelig med 2 eller 3. 

il) Det ses, at en Gruppe i det højeste kan indeholde en Samling af Transfor- 
mationer, hvis Dobbeltpunkter ikke ombyttes af nogen Transformation i Gruppen. 

Ere disse Transformationer af 2den Orden, kan Gruppen endnu indeholde en Sam- 
ling Transformationer, for hvilke to Dobbeltpunkter ombyttes ved en anden Transformation 
i Gruppen M. 

Er denne anden Samling ogsaa af 2den Orden, d.v. s. ere dens Transformationer af 
2den Orden, kunde Gruppen muligvis endnu indeholde enten 2 Samlinger Transformationer, 
af 3die Orden, hvis Dobbeltpunkter baade kredsforskydes og ombyttes to og to ved andre 
Transformationer i Gruppen, eller een Samling Transformationer i Gruppen, hvis Dobbelt- 
punkter kan kredsforskydes ved en anden Transformation i Gruppen. Man har da 

') Her og i det Følgende er Gjennemgangen af en Del Muligheder forbigaaet, der dog alle ses, ved 
lignende Fremgangsmaader som de brugte, ikke at høre til virkelige Grupper. 
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2 + T + -r +i = * 

iV = 36. 

Gruppen ses imidlertid let at være umulig. Thi den skal indeholde 18 Transformationer 
af 2den Orden, der ikke ved nogen anden Transformation i Gruppen transformeres til sig 
selv. .Men ere nu to af disse Transformationer A og 2?, kan man ikke have, at AB er 
af 2den Orden; thi da var A B ^ B A , BAB^-A imod Forudsætningen. AB maa 
da være en Transformation af 3die Orden og have et af sine Dobbeltpunkter paa Æs Axe. 
Men da maa A og B ved Sammensætning danne en cyklisk Gruppe, hvis Transformationer 
transformere Forbindelseslinien mellem deres Centrer til sig selv, og da denne ikke inde- 
holder Transformationer af højere end 3die Orden, kan endnu kun een Transformation af 
2den Orden have sin Axe gaaende gjennem Skjæringspunktet for A og -B's Axer. Der vil 
da i det mindste være 8 Transformationer af 3die Orden, der have Dobbeltpunkter paa 
forskjellige Steder af Æs Axe ; men Gruppen skal kun indeholde 4 Transformationer af 
3die Orden med forskjellige Dobbeltpunkter, saa at dette er umuligt. 

Vi ville derpaa undersøge, hvor vidt Gruppen kan indeholde en Transformation A 
af nte Orden, hvis Dobbeltpunkter ikke ombyttes ved nogen Transformation i Gruppen, og 
een eller flere Samlinger, indeholdende Transformationer, hvis Dobbeltpunkter kredsfor- 
skydes ved en anden Transformation i Gruppen. 

Man skal have 

J n — 1 w 2 — 1 g _ 3 — (n — 3)(n g — 1) g 

N~~ n~ 3« 2 ~" 9 ~~ 3nw 2 9' 

hvor g er Antallet af Samlinger af Transformationer af 3die Orden, hvis Dobbeltpunkter 
baade kredsforskydes og ombyttes to og to. 

Vi sætte først n = 2, n 2 = 3. Vi have da, idet (7 = 2, 



1 


1 

" 2 


4 

9 


r 


1 

18' 






N 


2^^^ 


18. 



Gruppen skal indeholde 8 Transformationer af 3die Orden, 9 af 2den Orden. Hvis Gruppen 
existerer, maa den være cyklisk. Lad os dernæst antage n 2 > 3. n 2 maa da i det 
mindste være 7. 

Man har da 

N ~* 2 ~3n 2 9 ~ \Hn~' 

idet g > I vilde gjøre Ligningen ubrugelig. Det ses imidlertid, at den fremkomne Ligning 
ogsaa er ubrugelig. 
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Er n > 2 maa enten Leddet indeholdende n 2 eller 9 bortfalde. Er q = 0, 
n 2 > 3, maa n være 3 ; Gruppen ses at være umulig, ifølge Slutningen af 43. 
Er n 2 = 3, q = faa vi 

1 9 — 2n 



N 9n 

Er n = 3 faas 



, hvoraf altsaa n < 4. 



N 9' " J ' 
Gruppen er umulig. 

n = 4 giver ^ = 36, det skal senere vises, at denne Gruppe ikke existerer. 
Er Leddet indeholdende u 2 faldet bort, faar man 

i. __ 9 ~~ n ? 

^ — 9« ' 

n maa være af lige Orden, da der maa være Transformationer i Gruppen, som ombytte to 
Dobbeltpunkter for Transformationen af 3die Orden. Vi maa da sætte enten n =~ 4, 
q «= 2, .tf — 36, hvilket giver, som senere skal vises, en virkelig Gruppe, 
eller n — 8, j — 1, N = 72 (82) 

Denne sidste Gruppe existerer ikke. Dens Existens skal undersøges samtidig med 
de to forriges. 

Hermed ere vi færdige med de Grupper, hvis Transformationer ikke have Dobbelt- 
punkter, der ombyttes ved nogen anden Transformation i Gruppen. 

45) Vi ville nu behandle saadanne Grupper, der indeholde lutter Transformationer, 
hvis Dobbeltpunkter kredsforskydes ved andre Transformationer hørende til Gruppen. 
Vi skulle da have 

i _ v n — 1 9 _ 1 

* 3n 9 ~ N' 

Vi kunne her lade q være 1 eller 0. Grupperne kunne i det højeste indeholde to Sam- 
linger Transformationer, der ikke ere af 3<iie Orden. 
Thi havde man 3 Samlinger, fik man 

1 n — 1 n l — 1 n 2 — 1 q nn x -\- nn^ + n l n i q 

N ~ 3n "~" Zn x 3n~ 9 " ~~ Znn^i^ 9" 

Er q = faar man 

2f _ _ JL nr * l!!i 

nn x -j- nn 2 -\- n l n 2 ' 

som altid er mindre eud det højeste af Tallene w, n n n 2 og altsaa umulig (her ligegyldigt 
om et eller flere af Tallene er 3). 
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Er q = 1 faar man 

1 = - 27 + 9(n + n 1 + n 2 ) — ( w — 3)(w, — 3)(n ? — 3) 
-# 9nn,n 2 ' 

som er umulig, da Tælleren er mindre end O, med mindre n = w. = n 2 = 7, som er 

1112 

ubrugelig da -^ = y — <r = tt« , eller n = 12, n x «= n 2 -= 7, som vilde give iV = 84, 

der er ubrugelig, da 9 skal gaa op i N. 

Vi kunne altsaa i det højeste have to af disse Tal forskjellige fra 3, og kunne 

altsaa sætte 

\_ i 2 Wj — 1 n 2 — 1 __ 1 w 1 -f« 2 

A T ~ ~~~9 fn\ 3^ 9 ~ ~3n7n7' 

der ligesom før ses at være ubrugelig 1 ). 

Man kunde endelig forsøge at danne Grupper, der kun indeholdt to Samlinger 
Transformationer, hvis Dobbeltpunkter bleve kredsforskudte ved en anden Transformation 
i Gruppen, foruden muligvis endnu en Samling, bestaaende af Transformationer af 3die 
Orden, hvis Dobbeltpunkter baade bleve kredsforskudte og ombyttede. Tilfældet vilde stille 
sig endnu ugunstigere end det foregaaende. 

En endelig Gruppe kan da ikke bestaa af lutter Transformationer, hvis Dobbelt- 
punkter kredsforskydes ved andre Transformationer i Gruppen. 

46) Vi behøve da nu kun at undersøge Grupper, der dels indeholde Transforma- 
tioner, hvis Dobbeltpunkter kredsforskydes ved en anden Transformation i Gruppen, dels 
Transformationer, for hvilke Dobbeltpunkterne ombyttes to og to. 

Vi sætte da 

N~ * 2n * 3n t 9 ' 

Vi skulle nu undersøge, hvor naar denne Ligning kan være tilfredsstillet. 

Det er klart, at her kan i det højeste være 3 Samlinger af Transformationer, for 
hvilke kun to Dobbeltpunkter ombyttes. Det ses endvidere, at af disse Samlinger maa de 
to indeholde Transformationer af 2den Orden, den tredie kan indeholde Transformationer 
af 2den, 3die elier 4de Orden. 

Lad os antage, at Gruppen skal indeholde 3 Samlinger Transformationer af 2den 

Orden. Man skal da have 

i = i -i — 1 _ 9 — 4 ? 
N 4 9 — 36"' 

] ) Det ses let, at Gruppen ikke kan indeholde 4 Samlinger Transformationer, hvis Dobbeltpunkter 
kredsforskydes ved en anden Transformation, med mindre disse Transformationer alle ere af 3die 
Orden, i hvilket Tilfælde Gruppen er cyklisk. 
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man maa da have q « 2, N «=» 36. Det ses let, at Gruppen er umulig. Der skulde 
være 27 Transformationer af 2den Orden, 8 af 3die i Gruppen. Der er nemlig ikke nogen 
Transformation af 3die Orden i?, som har Dobbeltpunkt fælles med Centrum for en Trans- 
formation af 2den Orden A. Enhver Transformation A maa derfor transformere B hen i 
til en ny Transformation af 3die Orden. Lad os nu antage, at A ikke ombytter B's 
Dobbeltpunkter, saa maa den transformere et af B's Dobbeltpunkter P hen til et andet 
Dobbeltpunkt P x , og Antallet af Transformationer af 2den Orden viser, at der i det mindste 
maa være endnu en Transformation C af 2den Orden , som transformerer P til P, . AC 
har da Dobbeltpunkterne P og P, , maa være af 2den Orden og ombytte to Dobbelt- 
punkter for B. Det ses da, at den Samling, hvortil B hører, kun indeholder 4 Transforma- 
tioner med 6 Dobbeltpunkter. Men da maa der være mindst 6 Transformationer af 2den 
Orden, der transformere P til P n og altsaa mindst 5 saadanne, der have Axer gaaende 
&jennem P og P x , hvad der er umuligt. 

Indeholdt Gruppen 2 Samlinger Transformationer af 2den Orden, een af 3die Orden, 
maatte man have 

1 _ i_J _!_£ 

N~ 2 3 9 

q — 1, N = 18, som er umulig, da N skal være et Multiplum af 4. 

Skulde Gruppen indeholde 2 Samlinger Transformationer af 2den Orden, een af 
4de Orden, fik man 

N 2 8 9' 

q = 1, N = 72. Gruppens Umulighed bevises som i næstforrige Tilfælde. 

47) Vi antage nu, at der er to Samlinger i Gruppen, for hvilke kun to Dobbelt- 
punkter i Transformationerne ombyttes. Vi faa da 

1 ^ n-1 n, — 1 _ n f — 1 q *)^ I _1_ J q x 

N 2n 2n. 3n„ 9 2n 2w, 3n* 9' l ' 



hvor 2l = | + _ j saa at j > 3. 



Lad os først sætte n = 2. Man faar da 

J 1 , 1 1 <7, 9n l w 2 + ^ w « + 12w 1 — 4// l n 1 n 2 

iV~4" + 2«^ + 3r^~~9~ - 36n,tt t 

Sætte vi <7i = 3 faar man 

JV 12n,n„ 



*) -g- iV angiver her hele Antallet af Transformationer af 3die Orden, hvis Dobbeltpunkter kredsfor- 
skydes ved en Transformation i Gruppen. 
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n, !> 6, n 2 > 4 , 
da ellers N ligeledes blev mindre, end den efter 43) kan være. 
Man maa tillige have 

24 >(«, — 6)(n 2 — 4)> 12. 
Man kan da sætte n 2 lig med 

7, 12, 13, 19, 21. 
Er n 2 = 7, faar nuin 

J 14 — n, 

N 28n ~ ' 

hvor 3 maa gaa op i n n hvoraf ses, at fugningen er umulig. Paa samme Maade ses det, 

at w 2 ^=- 13, n 2 =- 19 ere ubrugelige. 

n t = 12 giver 

_^ = 9— n t # 

N ~ 18«! ' 

man maa have n x == 8. Gruppen kan imidlertid ikke existere ifølge samme Ræsonnement 

som i 46). 

n 2 = 21 giver 

i _ 24 — (n t — 6)17. 
N 12. 21. ni' ' 

man maatte have n x = 7, 2V = 12.21, som er umulig paa Grund af Slutningen af 43). 
Sætter man i (83) q x = 4, n = 2, faar man 

1 18n 2 4- 12n t — 7n,n 2 

N — ' ~ ~36n7** " 

Satte man her n t = 3, den mindste Værdi den kan have, fik man 

.1 _ 6 ~ "i 
N "' \2n x '• 

Da 9 skal gaa op i Nævneren, maa n x være et Multiplum af 9, og Ligningen 

er ubrugelig. 

Satte man n x — 2, fik man 

J_ w 2 + 6 

N "" " 18n 2 ' 

som umiddelbart ses at være ubrugelig, da Nævneren skal være et. Multiplum af 4, n 2 lige, 

og altsaa mindst lig 12. (Anvend ligesom før Slutningen af 43)1. 

n x = 3 vilde give 

1 _ 12 — m 2 

N ~ 36n 2 ' 

hvor n 2 da maa være 3 eller 7, som begge ses at være ubrugelige. Vi kunne da ikke 
have n x = 3. Man kan sætte 

Vidensk. Selak. Skr., 6. R»kkp, naturviden sk. or mathem. Afd. V. 2. 23 
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J_ = 6(6— (w, — 3) (w t — 2))-n 1 n 2 

N - - - - 36niWg > 

og da n x og w 2 skulle være større end 3, behøver man i det højeste at sætte n 2 = 7. 
Dette er da den eneste Værdi vi behøve at undersøge. Man har da 

J 126 — 37711 

iV — "36.7-.nV"' 
som ses ikke at være tilfredsstillet for nogen Værdi af n x . Vi se saaledes, at der ikke 
existerer Grupper, for hvilke en Samling henhører til en Transformation af 2den Orden. 
Vi kunne da lade n og n l mindst være 3. 
Vi sætte nu n = 3. Man har da ifølge (83) 

1_I . J_ , J 2i 

_ N 6 " r 2n 1 " r 3» 2 9 ' 

hvor man maa have q x > 3. 

Vi sætte da, hvis q x = 3, 

Jl_ _ 6 — (n,— i)(n t — 2) 
N bn x n t 

Det ses strax, at n 1 = 3 er umulig. 

Sætter man n x = 4, n 2 = 7 faas derimod en virkelig existerende 

Gruppe, for hvilken 

N — 168. (84) 

Denne skal senere behandles. 

Sættes n 2 = 3, kan man sætte n x = 8, 6 eller 4, da n 1 maa være et lige Tal. 
Det ses let, at intet af disse Tal kan bruges. n x — 8 vilde give N = 144; men ses 
let at være ubrugelig, da Gruppen skulde indeholde 9 Transformationer af 8de Orden, hvis 
Dobbeltpunkter ombyttes ved en anden Transformation i Gruppen, og ogsaa kun 9 Trans- 
formationer af 2den Orden (smlgn. S. 167). 

Er q x = 4, n — 3 faas af (83) 

1 9n 2 + 6w 1 — 5n t n 2 

iV — T8nV w 2 ""' 

en Ligning, som er umulig, da n x og n 2 begge ere lig eller større end 3, saa at Tælleren 
paa højre Side er eller negativ. 

Ere endelig n og n x begge større end 3, saa er 

n-1 n 1 — 1 3 
2n + 2n x =4 ' 

Gruppen kan ikke endnu indeholde andre Samlinger end Samlinger af 3die Orden , hvis 
Transformationer have Dobbelfpunkter, der kredsforskydes ved en anden Transformation i 
Gruppen. 
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Man kan sætte q == I, eller q = 2 og faar 

1 = , n — 1 n l —l g = L _i_ J ? = 9(n-\-n x ) -^2qnn x 

N 2n 2n x 9 2n* h 2n 1 9 ISn«! * * ' 

Lad os sætte q = 2, saa faar man 

1 9(n-f-Wi) — 4nn, 

N ~~ 18nn^ ' 

Disse Tal, n og n 1? kunne ikke begge være større end 4. Vi kunne da sætte 

n -= 4. Man har da 

J_ __ 36 — 7/1, 

N ~ Un x ' 

Er her n x = 4 faar man iV = 36, som er umulig, da N skal være et Multi- 
plum af 8. 

Er n x =* 5, faar man derimod N = 360, en virkeligt exislerende 
Gruppe, som senere skal behandles (86) 

Er q = l har man 

_L __ $(n + n l ) — 2 nn l 
iV ~~ Y8w^ * 

Her maa man have det største af Tallene mindst lig 9, da N ellers efter 43) 

kommer til at indeholde for faa Transformationer. Man har da, hvis n = 9, 

i_ _ 9 -*i 
JV 18n, ' 

hvor n, skal være lige. Er w A <8 ses Gruppen at indeholde for faa Transformationer 

efter 43), og er n x ==»8 faas N = 14 i, der (ligesom S. 167) ses at være umulig. 

Er n = 8 faar man 

J 72— 7n la 

N ~ lMn, "' 
her ses n x = 10 at være det eneste brugelige Tal. Dette vilde give N = 720. 

Hvis Gruppen existerede, maatte den indeholde to Transformationer af l()de Orden 
4 og B, saa at A 6 ombytter to Dobbeltpunkter for B b og omvendt, da der existerer 36 
Transformationer som A med forskjellige Sæt Dobbeltpunkter, i og B vilde da trans- 
formere samme Keglesnit (il sig selv, og ses let ikke at kunne tilhøre en endelig Gruppe. 

Er n = 7 faar man 

_L = 63 ~"~ 5n ' 
N ~ 126/1, ' 

hvor n, skal være lige. Man maa da sætte tij = 12, iV = 18.7.4. 

Umuligheden af Gruppen kan vises ligesom i foregaaende Tilfælde. 
Lavere Værdier af n x kan ikke bruges som Følge af 43). 
Er ti = 6 faar man 

J_ — 18 — yt, 

N ~ 36n t ' 

23* 
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Man kan her sætte n l — 17 og faar da N = 36. 17. Umuligheden af Gruppen 
bevises ligesom i forrige Tilfælde. 

Paa lignende Maade ses, at man heller ikke kan have n x ==- 16, medens Linulig- 
heden af lavere Værdier for n x følger af 43. 

For n = 5 faas 

1 45 — n x 

N 90. n 1 ' 

hvor n t skal være lige. Paa lignende Maade som i de forrige Tilfælde vises, at n l = 41 

er ubrugelig, og lavere Værdier kunne ikke bruges ifølge 43). 

n «=» 4 vilde give 

j_ 36 + n f 

N = 18WWJ ' 
som umiddelbart ses at være ubrugelig. 

47) Vi komme nu endelig til den sidste Mulighed, at Gruppen kan indeholde een 
Samling af Transformationer, for hvilke to Dobbeltpunkter ombyttes, i Forbindelse med 
flere for hvilke der er cyklisk Ombytning af Dobbeltpunkterne. 

Vi have da 

J t » — 1 *i — 1 *» — 1 9 ,o 7 v 

N 2n 3n, 3n, 9 ' l ' 

idet vi antage, at G nip pen indeholder jrN Transformationer af 3dic Orden med cyklisk Om- 

bytning af Dobbeltpunkterne. 

Vi sætte først n = 2, og faa da 

1 3 n, — 1 n 2 — 1 q 3n l n 2 4- 1 2 (r* ,_ + n 2 ) — \qn x n^ 
N 4 3w\ 3n~~*"~9 Unyn^ ' 

hvor man* enten kan have q =• 1 eller q = 2. 

Vi sætte først q — 1. Man har da 

i = H*-(n, — 12)(n t - 12) 
iv 7 = 36^^ ' 

hvor man maa have 

144 — (n, — 12) (n 2 — 12) < 36, 

(n x — 12) (n 2 — 12) > 108, 

da ellers Gruppen ifølge 13) kommer til at indeholde for faa Transformationer. Ligeledes 

maa man have 

(n l — 12)(n 2 — 12)< 144. 

En af Størrelserne, n x eller n 2 , maa altid være mindre end 24, og vi se, at ingen 
af dem kan være mindre end 12. Man kan da sætte 

,.3 

n, - 19 

l 21. 
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For n, = 13 faar man 



1 156 — n 2 



N 36.13.n 2 ' 

Man ser umiddelbart, at n 2 > 120, og da ifølge 13) N> n 2 (n 2 -f 1), kan man i 
det højeste forkorte Brøken paa højre Side med 3. Vi have da 

156>n 2 > 153, 
og se da, at vi ikke kunne bruge noget af de mellem 156 og 153 liggende Tal, da de 
indeholde Primfaktorer af Formen 3p + 2. 

Vi sætte da n l = 19 og faa 

_L = 228 ~~ 7w « 
N ~ 36.19.n s a 

Man skal her have 228>7n 2 , 33>n 2 , og da Tælleren sikkert skal være mindre 
end 36, 7«, > 192, n t > 27. Man behøver da kun at undersøge n 2 = 28 og 31 , som 
begge vise sig at være ubrugelige. 

Vi sætte dernæst n, = 21. Man faar da 

1 28~n« 

N = 4.21.n f " 

Da 9 skal gaa op i N, maa 3 gaa op i n 2 , og da n 2 maa være større end 21, 
ses det, at ingen Værdi af n 2 kan bruges. 

Vi sætte dernæst q =* 2 i (88) og have da 

1 \2(n l +n 2 ) — 5n,n, 

N 36??! n s 

De mindste Værdier n l og n 2 kunne have ere 3 og 7, og det ses, at naar de 
begge ere 7, er Tælleren paa højre Side negativ, hvad der da ogsaa maa flnde Sted for 
højere Værdier af n t og n 2 . 

Vi behøve da kun at prøve n x = 3, som giver 

1 12 — n., 

N ~~~ 12~3Tn 2 ' 

som ses ikke at give nogen brugelig Værdi for n 2 . 

Vi sætte dernæst i (87) n = 3 og faa da 

1 3n, 4- 3n 2 — 7",n 2 

N = " ¥n x ~n t ' 

hvor /i, eller n 2 maa være lige, altsaa mindst lig 12. q maa da være I. Vi faa 

1 ^ 9 — (n l --3)(» 1 _ : -3)_ 
jV 9n x n\ ' 

som ses at være ubrugelig i alle Tilfælde. 

Er n > 3 maa i (87) enten q være 0, eller et af Leddene indeholdende n, eller w 2 
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mangle, idet disse Størrelser antages forskjellige fra 3. Lad os antage </ — <>, saa ere 
n, og n t mindst 7, og man maa da have 

1 = 3 n-i 

A 7 2n 
altsaa n < 7. 

Lad os prøve de forskjellige Værdier, n kan have, 4, a, 6, idet da i de 2 første 

Tilfælde en af Størrelserne n x eller n t maa være et Multiplum af 3. 

n = 4 giver 

1 5 n l — 1 n t — 1 

A = 8 Zn~ t 3n, ' 

hvor ikke haade n l og n, kunne være større end 16. Man har nemlig 

_1_ _ Hti^+n*)— ^njn, _ 61 — (n l — 8)(n, — 8) 
A — " 24n 1 n 2 24n l ~n s ~ ' 

og da 3 skal gaa op i en af dem, kan man sætte n x = 12, som giver 

A "~ 72. n 2 * 

Den eneste brugelige Værdi her, er muligvis n 2 = 21 , da de andre Værdier ses 
umiddelbart at maatte forkastes. Imidlertid ses denne ogsaa at være ubrugelig, da man 
faar N «= 21 .24. Der skal i Gruppen være Transformationer af 6te Orden med 14 for- 
skjellige Sæt Dobbeltpunkter, hvis Dobbeltpunkter kunne kredsforskydes, men hvor ikke 
to Dobbeltpunkter henhørende til samme Transformation kunne ombyttes. Men da der til 
Gruppen hører Transformationer af 4<le Orden og 4 ikke gaar op i 14, maa dette netop 
ske, da en Transformation af 4de Orden ikke kan kredsforskyde Dobbeltpunkterne. 

n = 5 giver 

1 3 n t — 1 n. z — 1 å(ni+ w 2) — n i n i 

A ~ 5 ¥n x 3n^ 15^7^2 ' 

som ses ikke at kunne bruges i noget Tilfælde. 
n = 6 giver 

1 7 n l 1 n f — 1 4(n A -\- n 2 ) — n t n 2 

A ~~ 12 3n^ 3n^~ ' 12^11, ' 

som ses kun at give en mulig Værdi for A, naar n x = n 2 = 7, i hvilket Tilfælde 
A = 84. Gruppen vil kun indeholde 7 Transformationer af 2den Orden og Umuligheden 
bevises som flere Steder før (smlgn. S. 167). 

Er n>3, y>0, kan der i (87) kun forekomme et af Leddene indeholdende n, 
eller n 4 , og vi sætte 

1 t n— 1 n l — I q Znn l -f- 9«i + 6n — 2qnn l 

N~ ' ~~2T — "Sn, 9 i'Snn, ' l ' 

hvor vi kun behøve at give q Værdierne 2 eller 3. 
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9 = 2 giver 

J 9^ + 6/1 — nn l _ 54 — (n — 9)(n t ~ 6) 

N ~" "~ 18nMj ~~ 18nw 1 

En af Størrelserne n og n, maa være lige, og man maa have 

36<(n — 9)^!— 6)<54, 
den første Ulighed ifølge 43). 

n l er mindst 7, og man skulde da prøve for n x Værdierne mellem 7 og 59, nemlig 

7, t2, 13, 19, 21, 28, 31, 37, 39, 43, 49, 52, 57. 
Vi sætte da først n x = 7, som giver 

N ~~ 18. 7. n' 

hvor n skal være lige, og da man skal have 

N>n(n + 1), 

126>(n-f 1)(63 — w), 

n* -62n + 63>0, 

ses, at n kun kan være 62. Gruppen ses at være umulig ligesom S. 167 o. fl.St. 

n x = 12 giver 

J_ 18 -n 

N "* 36n ' 

Vi behøve her kun at prøve n = 17 eller n = 16. Umuligheden vises som i 
forrige Tilfælde. 

Wj = 13 giver 

JL _ 54 — (ri — 9) 7 
N 18.13.n " 

n skal være lige, man faar ingen brugelige Værdier, 
n, = 19 giver 

1 _ **_— 13 ( n ~ 9 ' 

N 18nw 1 '* 

hvor n ligeledes skal være lige. Man faar ingen brugelige Værdier af n. 

n l = 21 giver 

_L _ 18 ZL* n ZL 9 ii 
N 6nn t 

hvor n ogsfia skal være lige, i det højeste lig 12. For ti = 12 faas N *= 24.21. 

Umuligheden af Gruppen bevises atter som S. 167. 

n l = 28 giver 

1 27 — (n — 9)11 

N ~~~ 18.28.n ' 
Det ses, at ingen Værdi af n kan bruges. 
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»! = 37 giver 

1 54 — 31 (n— 9) 

N " 18.37. n 

ubrugelig. Paa samme Maade ses alle de følgende Værdier at være ubrugelige. Den 
eneste Værdi, der muligvis kan bruges er n x = 57, n = 10, som giver N = 57.60. 

Gruppen er imidlertid umulig. Den skulde indeholde 20 forskjellige Sæt Dobbelt- 
punkter, hvortil hørte Transformationer af 57de Orden, og 19de Potens A af enhver saadan 
Transformation af 57de Orden vilde da være af 3die Orden og ombytte Dobbeltpunkterne 
for enhver anden Transformation B af 57de Orden, der ikke hørte til de samme Dobbelt- 
punkter. Men da vilde AB" 1 være af 3die Orden og Gruppen indeholde mindst 19.56 
saadanne Transformationer ; medens den efter Tallene kun skulde indeholde 19.40 Trans- 
fornmtioner af"3die Orden, der ikke havde samme Dobbeltpunkter som Transformationer 
af 57de Orden og 20 Transformationer, der havde saadanne Dobbeltpunkter. 

Vi sætte dernæst i (89) q = 3 og faa da 

\_ 3n, +2w — nn x _ 6 — (n — 3)(n t — 2> 
N *" %nn x ' 6wn7~ 

som ses at være umulig, hvis baade n og n l ere større end 3. 

Sættes n l = 3 har man 

J d — n 

N ~~~ 18n ' 

hvor n skal være et lige Tal, og da maa være 6 eller 8. 

I første Tilfælde var N = 36, Gruppen skulde kun indeholde tre forskjellige Sæt 
Dobbeltpunkter, hvortil hørte Transformationer af 6te Orden, hvad der er umuligt. 

F andet Tilfælde skulde Gruppen indeholde 144 Transformationer. Der skulde 
være kun 9 Sæt Dobbeltpunkter, hvortil hørte Transformationer af 8de Orden, hvad der 
ogsaa ses at være umuligt. 

48) Vi ville nu gaa over til virkeligt at bestemme alle de existerende Grupper, 
idet her dog stadigt kun tages Hensyn til saadanne Grupper, i hvilke ikke alle Transfor- 
mationerne transformere samme rette Linie til sig selv. 

Vi kunne antage en saadan Transformation bragt paa Formen 

paf = ax 
A e= « fit/ == py, hvor afir = { > 

saa vil den transformere et Keglesnit til sig selv, hvis en af Multiplikatorerne er 1 , og i 
saa Tilfælde vil der være uendelig mange Keglesnit, som blive transformerede til sig selv. 
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Skal nemlig Keglesnittet 

aæ 2 -|- by 2 + cz 2 -\- dyz -f- exz -\-fzy = O 
transformeres til sig selv, maa man have 



aa 7 



— P a > b F = P b , c f 



da = pd, efi = pe, f r — pf , 

hvor i det mindste to af Størrelserne a, 6, c, d, 6, /, maa være forskjellige fra 0. Men 
hertil kræves enten, at A er perspektivisk, eller at en af Multiplikatorerne er 1. Vi antage 
nu, a = t l ) og at A ikke er perspektivisk. Man kan da lade a og d være vilkaarlige 
Størrelser, medens de øvrige ere 0. 

Keglesnittet faar Ligningen 

ax 2 + dy z = 0, 
og ses at være et Keglesnit, der gaar gjennem de to Dobbeltpunkter Q og Q t og rører 
de to Dobbeltlinier q og q x i disse Punkter. 

For at den ene Multiplikator skal være 1 , ses det at være nødvendigt og til- 
strækkeligt, at Diagonalsummen er reel, og for at de andre Multiplikatorer skulle være 
Rødder af Enheden, at den ligger mellem Grænserne 3 og —1, idet det antages, at 
Transformationsdeterminantens Elementer ere konjugerede med deres Underdeterminanter. 

Man ser nemlig, naar Diagonalsummen 8 er reel, at Multiplikatorerne ere bestemte 
ved Ligningen 



eller 



fi 3 — s/2 2 + */* — * = 



tø -l)tøt_(,_ 1)^ + 1) 
hvoraf Rigtigheden af det fremsatte ses 2 ). 



0, 



49) Er en Transformation af 2den Orden , kan det vises , at Elementerne i dens 
Diagonalrække maa være reelle Tal, og tillige, at dette er den tilstrækkelige Betingelse for, 
at den er af 2den Orden i Forbindelse med, at Diagonalsummen er —1 og de øvrige Be- 
tingelser, Transformationerne maa opfylde for at høre til en endelig Gruppe. Skal nemlig 
A være af 2den Orden, maa man have 

A = A-i. 



Idet vi her kun opskrive Determinanterne, har man da 

a x b x c t 



a 2 b^ c 2 



'8 v 8 



8 



a x a 8 a 8 



b x b 2 b 3 

C l C S C 3 



-l+ij/3 



a 



') eller a?, hvor a = = ~ . _ 

2 1 + » V3 

*) Man kunde her for s sætte 8a*\ hvor a = r— — 
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og altsaa 
eller 



a x = a p a l 



dPa x = a p a { , 
og, da a x kun er bestemt paa en Faktor d? nær, kunne vi sætte 



a 



a, 



som viser, at a x er reel. Paa samme Maade faas b % = 6 2 , c 3 = c 3 reel at være nød- 
vendige Betingelser. 
Vi have nu 

a i + *2 + c « = ~~ * 

og ifølge S. 141, som Følge af, at a n 6 S , c 8 ere reelle, 

b x a 2 = ajfrg — c 3 « K + l)(*i + l), 
da 

— e? 8 = a t + 6 2 + 1. 

Paa samme Maade faas 

c*b s — (6« + l)(« 8 + l), 
og altsaa &!*,«*, . Ci«t6 8 — K + 1) 2 (*« + 1)M*s + 1)*, 

medens 6^ a 8 + e x a t b 3 = 2(a l + l)(b 2 + l)(c 3 -{- \). 

Man maa da have i2 = 0, og selvfølgelig c l C l = a 3 A 3 o. s. v., altsaa \c l \ — |« a „ 
og da Produktet c l a 3 er reelt positivt, 

c i — a s> 
hvorved Sætningen bevises. 

50) Vi skulle nu udvikle en Sætning om Afhængigheden mellem forskjellige Dia- 
gonalsummer i Gruppen, der vil være af Vigtighed for det følgende. 

Lad os antage, at Gruppen indeholder to Transformationer, A og 2?, 

paf = ax 

Pif = Py> h ^r afir = * 
fiz 9 = r z 
og 



(Se S. 141) 

=* la 



A = 



paf = a x x + b l y + c l z 
B= tx)f = a s « + b i y + e i z i 
fisf = a 3 x + b 3 y + c 3 z 
og at vi danne Diagonal summerne for B, AB, A*B . . ., saa ere disse 

a i "f *« + c 8 = * 
aa x + 06, -f ^(? 8 = s x 

«* a i +/5 8fc 2 +r 2(? s = *2 
a 8 a x +/9 8 6, +r 8(? 8 = *8 



dPa x + £*&, +r Pc a — ^ 
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= o. 



hvor *|, * g ... maa være mulige Diagonalsummer for Gruppen, d.v. s. kunne tilhøre saa- 
danne Transformationer, der kunne forekomme i Gruppen. 

En af dem, s, kan gives en Værdi, som vi vide maa forekomme blandt Diagonal- 
summerne til Gruppens Transformationer. 

Elimineres a n 6 2 , c a mellem de fire første Ligninger, faas 

til« 

« P T *i 
a* p r * *2 

Betegnes nu Diagonalsummen for A ved d, kan denne Ligning efter Division med 
(a — y9) (>9 — x)(y — a), som ikke kan være 0, naar A ikke er perspektivisk, skrives 

8 8 3 = 8 % d — 9 9 dj 

og paa samme Maade faar man for 4 paa hinanden følgende Diagonalsummer 

sP — «M-8 = «H-* d — «p+ 2 d , (90) 

en Ligning, der er af den største Vigtighed for Bedømmelsen af de mulige Grupper. 

Er B af 2den Orden, er s — — 1, og ifølge foregaaende Paragraf, s* = a*-*, naar 
A er af wte Orden. 



a 8 ft s r 3 s < 



51) Vi ville nu gjennemgaa de forskjellige existerende endelige Grupper, idet vi 
inddele dem efter Ordenen af Transformationerne af højest Orden indgaaende i Grupperne 
og sige, at en Gruppe er af samme Orden som Transformationen af højest Orden ind- 
gaaende i den. 

Vi begynde da med Grupperne af 3die Orden. 

Grupperne skulle indeholde Transformationer af 2den og 3die Orden, og vi kunne 
antage, at en Gruppe indeholder Transformationerne 



A = 



[IX = x 

fir/ = ay , hvor a = 
p£ = az 



-1+*V3 



og 



(fix' = a l x + b l y + c l z 
lixf = b^ + b^y + ^z, 
1*2? = CiX + Ciy + Cs* 

hvor vi antage, at B er af 2den Orden og alle Størrelserne a u b u 'c x ... reelle, idet det 
er let at se, at vi altid kunne bringe een Transformation af 2den Orden, hørende til Gruppen 
paa en saadan Form. 

Vi maa da have 

24* 



;-« 



1- r 



— W — f. -- — 3 






•V i*-« » .•*• •**:* sJ O 'v »»C"* L~"- Ui**-* **-i- **r* 1 .»i - ^j:*f*-> ^ *•***•* ..*■*■? . ic ii^* 

ffcr/*.* lu.« 

«• ~ ''* — <* — — *» 

''« — *» — ** — h 



»*J* -ti UUil VcltS 






» t 1 t 

SM 1 rsutrfitnititiiOHtr i Gruppen \YA*i lade Ke^le-nittet 

uforandret, da yi og /i gjwe dette. 

Gruppen* Endelighed betifcef let hen ed. 

M **-. utttttifi, al en lineær Transformation, der transformerer et Re^le^nit til *i:r 
«el%, altid til transformere et Funkl jP til et Punkt P t . saaledes at det anharmoniske 
Forhold mellem (tøj /'/'g Wi%er lig med en af Multiplikatorerne 1 *. 

Vi *e da , at %i kunne betragte de Grupper, i hvilke alle Transformationer trans- 
formere *amme Keglesnit til sig »elv, som en ikke lineær Transformation af de Grupper, 
t\ttr lade en ret Linie uforandret 

lusttrUtrtt si nemlig orn et vilkaariigt Punkt som Inversionscentrum , vil den rette 
Linie gaa over til en Cirkel, og da de anharmoniske Forhold mellem Punkterne af den 
rette Linie hlive lig med de anharmoniske Forhold mellem de tilsvarende Punkter af 
Cirklen, vil der til enhter lineær Transformation af den rette Linie svare en lineær Trans- 
formation af Cirklen, og til en endelig Gruppe lineære Transformationer af den rette 
Linie svare en endelig Gruppe lineære Transformationer af Cirklen. 

Men den Gruppe, som er endelig for Cirklen, er ogsaa endelig for hele Planet. 

Thi en hvilkensomhelst ret Linie vil ved alle Transformationer i Gruppen kun 
kunne transformere* til et endeligt Antal andre Linier, da dens Skæringspunkter med 
Cirklen kun kunne transformeres til et endeligt Antal andre Punkter af Cirklen. 

Men du et vilkaariigt Punkt af Planet kan opfattes som Skjæringspunkt mellem to 
rette Linier, maa ogsaa et vilkaarligt Punkt af Planet kun kunne transformeres til et 
endeligt Antal andre Punkter. 

J ) Mat lier liruKftft hiuiiiii« Betegnelser gorn 8. 183. 
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Ved lineær Transformation kan man imidlertid faa en Cirkel transformeret til et 
vilkaarligt Keglesnit. Det ses saaledes, at man kun behøver at kjende alle endelige lineære 
TransformationsgruDper for den rette Linie, for at bestemme alle endelige Grupper for 
Flanet, naar alle Transformationer i en saadan Gruppe skulle transformere samme Kegle- 
snit til sig selv. 

Den fundne Gruppe ses nu at svare til Tetraedergruppen for den rette Linie, og 
dens Endelighed kan bevises paa samme Maade. 

Vi kalde den Tetraedergruppen for Planet. 

52) Vi komme dernæst til Grupperne af 4de Orden. De skulle indeholde Trans- 
formationer af 2den, 3die og 4de Orden. 

De mulige Diagonalsummer ere — a*, 0, cf. 

Vi kunne altid, ligesom i forrige Tilfælde, antage, at Gruppen indeholder to Trans- 
formationer A og £?, hvoraf A er af 4de Orden med Dobbeltpunkter i Koordinatsystemets 
Begyndelsespunkter, B af 2den Orden med lutter reelle Koefficienter. Vi have da 

a x +ft, -f c 3 = —1 
og enten a) 

a i +ib t — ie B = 0, 
og altsaa 

a x — ib 2 -f *c 8 = 0, 

og ifølge (90), da d = 1 (= 1 — i + 1'), 

eller b) 

a x + ib t — ic 3 = dP 

a i — ^s — C 3 = , p = 

hvor a) og b) hver svare til sin Gruppe. Den første til en Gruppe paa 24 Transforma- 
tioner, der er en Transformation af Oktaedergruppen ; den anden til den S. 172 (82) 
svarende Gruppe paa 36 Transformationer. 

53) Vi behandle nu først a), idet vi bruge lignende Betegnelser som i 51). 

Man faar 

o, = 0, b t = <j„ = — y, 6, = c l = \/l, e t = y. 

saa at man faar _ _ 

, 1^2 . 1/2 

, Vi i.i 

. V2 ,4 , 



( i 

2, 



B s.- \ 
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Da A og B lade Keglesnittet 

uforandret, ville alle Transformationer i Gruppen gjøre det. Gruppen er en Transformation 
af Oktaedergruppen for den rette Linie. Vi ville kalde den Oktaedergruppen for Planet. 

54) Vi gaa nu over til at betragte den Gruppe vi faa ved at antage, at Multiplika- 
tionen af B med Potenser af A giver Rækken af Diagonalsummer b). Man faar da, idet 

vi sætte p = 1, 

— 1+1/3 -1 — ^3 

i 



a i — Y> °2 i > C 8 ==s 



, _ v/i±!f , ., _ v*-^, * - VI 



saa at altsaa 



i , 1/3 + J/3 , 1/3 — V/3 

fix = T *+ K — Lj -y 4- V — 8 — « 



B ^{ 



1/3 + n -1+J/3 1/ 

= V —g—* + — - 4 — y + 1/ 



3 



y_V^. + V4, + =V9 



1/3 

2. 



Vi skulle nu vise Gruppens Endelighed. 

Man har, idet vi betegne, at en Transformation er identisk, ved at sætte den lig 1, 

A* = 1 
(AB) 4 = 1 
(A*B? e= 1 
J3* = 1. 

Den anden og tredie Ligning kunne skrives 

BABA eeef- A*BA*B 

og 

BA*B = .4*5.4*. 

Lad os nu antage, at vi have 

BA*BA*B> 

saa er denne Transformation, hvis p og q begge ere 1 eller 3, identisk med A B BA* eller 

ABA. hvis p = q = 2, er den identisk med A*. Hvis alene p eller 9 er 2, ses det, at 

BA*BA q B kan reduceres til kun at indeholde to Faktorer B. Hvis endelig />= 1, g = 3, 

faar man 

BABA*B = 5.45^.4*^ = A*BA*BA*B = A*BABA* 7 
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som ogsaa kun indeholder to Faktorer B, og paa samme Maade reduceres BA 3 BAB. 
Et Produkt af Transformationer, hvori der forekommer tre Faktorer B, kan da altid redu- 
ceres til kun at indeholde to Faktorer B. Herved ses Gruppens Endelighed at være 
bevist, idet den kun kan indeholde Transformationer sammensatte af A og J3, der i det 
højeste indeholde to Faktorer B. Den almindeligste Transformation i Gruppen er da 

A p BA 9 BA r . 

Skal den virkeligt ikke kunne reduceres til at indeholde færre Faktorer, maa q ikke være 
2, eller p = q eller q = r. 

Det er da let at se, hvilke Former Transformationerne kunne antage. Vi kunne 
nemlig danne alle Transformationerne ved enten at multiplicere B eller AB AB paa begge 
Sider med Potenser af A. 

Men AB AB er, idet vi kun opskrive Determinanten, 



ABAB = 



2' K 8\2/' V 8 \ 2 ') 

1/3 — V$(V2 + iV2\ — 1— V3 .1/3 



l/ 3 + l/3 / |/2-tf '2\ 



+'VT 



1+^3 



8 V 2 /' ' 'V 8 ' 4 

Det er heraf let at udlede, hvor mange Transformationer Gruppen indeholder. 
Det ses, at den indeholder ialt 36 Transformationer, hvoraf 18 ere af 4de Orden, 9 af 
2den Orden og 8 af 3die Orden. Det ses tillige, at dette er den eneste existerende Gruppe 
indeholdende 36 Transformationer. 



55) Vi skulle nu se om den S. 172 (82) omtalte Gruppe existerer. 
Existerede den, maatte den i 54) fundne Gruppe være Undergruppe i den. Gruppen 
maatte nemlig indeholde en Transformation 

Insi = -X-X _ 

, , l/2 + tY2 

pst = az, 

og (90) viser, at Gruppen maatte indeholde som Undergruppe en Gruppe af den i 54) 
omtalte Art, idet Sammensætningen af A f * og en Transformation af 2den Orden B hørende 
til Gruppen maatte give Oprindelsen til en saadan Gruppe, hvor B altsaa har samme 
Koefficienter som i 54). 

Da Gruppen ikke skal indeholde flere end 72 Transformationer, maatte den, hvis den 
existerede , bestaa af den omtalte Undergruppe og dennes Transformationer multiplicerede 
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med A'. Men da maatte A'B være lig en Transformation CA' hørende til Gruppen , idet 
C er en Transformation i den omtalte Undergruppe, eller A' BA'- V maatte høre til Under- 
gruppen, hvad den ses ikke at gjøre. Skulde der være andre Grupper, der ikke indeholdt 
Transformationer af højere end 4de Orden, viser (90), at Gruppen i 54) maatte være 
Undergruppe i dem. 

Vi skulle nu se om Gruppen, dannet i 54), kan være Undergruppe i en anden 
Gruppe, der da maatte være den S. 165 omtalte. Gruppen skulde da endnu indeholde en 
Transformation C, af 4de Orden, der ombyttede A's Dobbeltpunkter, og hvis anden Potens 
var identisk med A*. Man havde da 

fxx' = x 
C = « firf = pz 

n* = ?y- 

Den nye Gruppe maa mindst indeholde 72 Transformationer, idet naar T u T 2 . . . 
ere de forskjellige Transformationer i Gruppen 54) C7\, CT 2 ... alle ere indbyrdes for- 
skjellige og forskjellige fra I\, T 2 . . ., da C ellers hørte til Gruppen. 

Man maa altsaa have, hvis den nye Gruppe ikke skal indeholde flere end 72 
Transformationer, CT X = T P C> eller at CT X C-* atter hører til 54). 

Vi maa altsaa have, at 

CSC-* 

atter hører til Gruppen, og omvendt ses, at hvis dette er Tilfældet vil Gruppen 54) være 
Undergruppe i den nye Gruppe, idet man, da 

CA = A^ C, 
A P C*B . . . 



i et Produkt 



altid kan bringe Faktorerne C hen paa den første Plads. 
Man faar nu 



CBC-* 



2' V 8 



1/3 



y 8 



1/3 



P 



y 8 



V/3 -l-VS A/l 



\A + w A/l -1+1/3 



Sætter man her q = 



8 
aj/2 — V2 



1V2 + V2 



, ses denne at falde sammen 



2 ' r 2 

med AB AB) og under Forudsætning af, at man vælger disse Værdier for p og 7, er da 

Gruppens Endelighed bevist. 
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Man kunde naturligvis for en af Størrelserne p eller q have valgt en vilkaarlig 
anden primitiv 8de Rod af Enheden. 

56) Vi ville nu gaa over til at behandle Grupperne af 5*e Orden. 
Grupperne af 5te Orden kunne enten indeholde 

a) Transformationer af 2den, 3<*ie og 5te Orden 
eller 

b) Transformationer af 2den, 3die, 4de og 5te Orden. 

Vi behandle først det første Tilfælde, idet vi antage, at Gruppen indeholder to 
Transformationer, A af 5te Orden, B af 2den Orden, 

liaf = x 



A = i 



Vb — 1 , .j/lO + 2^5 

— ^ t 



OL' 



B 



paf = a x x -f- b x y -f- c x z 

Hj/ = b l a + b t y + c^z 

\ ll7 ! = c t a + c 2 y4-c a z, 



hvor alle Koefficienterne antages reelle. 
De mulige Diagonalsummer ere 



-*, c -(^i). 



For at afgjøre, hvilke af disse der kan bruges, kan man anvende (90), idet man 
sætter d = — ~ — , s = — 1 og bemærker, at ingen af Størrelserne 8 P kan være — op. 



Vi have da 



— 1—5 



K5+1 



3 



(*1 — * 8 ) , 



1 —1/5 
hvor vi endda kunne sætte s t = * 8 . Man har da enten * 2 = * 3 =» 0, * t =-= s 4 = — - — , 

eller * t = * 4 = 0, * 2 = * 8 = -^ — . Det er ligegyldigt, hvilke Værdier vi gaa ud 
fra. Vi ville da gaa ud fra de sidste, som give 



a i = 



VI 



, b t — c Q 



1/5 + 5 
10 



> b x = c i — |/m c t = 



altsaa 



^5—1 
2J/5 ' 



B = 



1/5 , yio , i/io 



5'* 



V5 + 5 , 5 — V/5 



/iy = — * ^_y + _^_* 



/^ 



l/To 

5 

l/Ti) 



10 



10 



# H 



5 — 1/5 J/5 + 5 



5 ' 10 

Vidcnsk. Selsk. Skr.. C. Række, naturridenak. og mathem. Afd. V. 2. 
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Alle Transformationer i Gruppen transformere Keglesnittet 

til sig selY, og herved bevises da let Gruppens Endelighed, idet den er en Transformation 
af Ikosaedergruppen for den rette Linie. Vi ville kalde Gruppen Jkosaedergruppen for Flanet. 

57) Vi gaa nu over til at betragte Tilfældet b). 

Vi antage, at Gruppen indeholder to Transformationer A og B ganske af samme 

Form som i 56). _ 

1 4- £1/3 

De mulige Diagonalsummer ere her — a p , 0, «*, a p d, å?d x , hvor a = — ' 

+ 1 - V5 
2 • 



o& d s— i <h 



Uden at gjennemgaa de enkelte Tilfælde , skal jeg her opstille Resultaterne af de 



mulige Tilfælde cif Rækker af Diagonalsummer , idet i (90) d = 
Man har 

— 1 



1 + V 

2 



5 



8 



! 8. — 







-1 -1 i -1 
d x i aPd ' dP 



8* = d 



8 
*4 = 












dP a p d x 

a p aPd x 

a p d 



a* 



og, da det er nødvendigt at have alle mulige saadanne Rækker af Diagonalsummer, og 
der i Gruppen forekommer Transformationer, som, multiplicerede med Potenser af A, ikke 
give nogen Transformation af 2den Orden, endnu 



* •= 


1 


d 


rf, j 


,*I - 


a p d x 


i 


o , 


8 t = 


aPd 





1 

1 ; 


*3 = 


a p d 





1 

1 


*4 = 


a p d x 


1 






hvor ;; = 



Is. 



Det viser sig, at enhver Gruppe, dannet ved alle mulige Produkter af A og B, vil 
indeholde Transformationer, der, multiplicerede med Potenser af A, give alle de her fore- 
kommende Rækker. 

Det er da ligegyldigt, fra hvilken Række vi gaa ud (forudsat, at vi ikke komme til 
en Undergruppe, i Stedet for den fuldstændige Gruppe, hvad der ses at være Tilfældet, 
naar vi gaa ud fra de første Rækker af reelle Diagonalsummer, der føre til Ikosaeder- 
gruppen), og vi ville da gaa ud fra den tredie Række, idet vi sætte p = 1. 

Vi ville desuden betegne det, at en Transformation har en given Diagonalsum ved 
at sætte den lig Diagonalsummen, saa at altsaa 
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(7= 8 

betyder, at C har Diagonalsummen a, ligesom B = C betyder, al Transformationerne 
B og C have samme Diagonalsum. Man har da 

B = — 1 
AB = ad 
A*B = a 
A*B = a 
A*B — ad. 

Man kan da vise, at man i alle Tilfælde kan finde Diagonalsummerne, og altsaa 
bestemme en Transformations Orden , idet man benytter de fundne Hækker af Diagonal- 
summer, og at en Transformation af en Transformation i Gruppen ved en anden Trans- 
formation ikke forandrer den førstes Diagonalsum. 

Man har saaledes 

BA*B — d l 

A*BA*B = — a, (A*B^a) 

og da A*BA*B er af 2<ten Orden, maa den, multipliceret med A 2 og A~ 2 , give konju- 
gerede Diagonalsummer, naar den selv er bragt paa en saadan Form, at dens Diagonalsum 
er — i, man har da, idet man benytter (90) 

BA*B = d x 
ABA*B — a 
A*BA*B — -a 
A*BA*B — t 
A*BA*B — ad x . 

Paa samme Maade faas, idet man stadigt maa bestemme 3 af Værdierne i Kækken 
for at finde de andre ved (90), 

BAB = d 
ABAB = ad x 
A*BAB = ABA*B — « 
A*BAB = ad t 
J 4 5^5 = d 



og 



Æi4 3 £ => d x BA*B = d 

;4£4 8 5 = ad x ABA*B = d 

A*BA*B « 1 ;4 2 #4 4 5 =- adi 

A*BA*B = -a ii 8 Bil*.fl = a 

,4 4 2?^ 3 fi = a A*BA*B = ad^ 

25* 
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Herved er der bestemt alle Diagonalsummerne for Produkter af Faktorer A og B, 

der indeholde indtil 4 Led. 

Vi ville bestemme Diagonalsummerne for nogle Produkter, der indeholde 6 Faktorer. 

Man har 

ABABA*B = BABABA* — a.A*BA*BA* 

= aABA*B = ad, 
idet _ 

(AB) 6 = 3a, 

*1 1 1 C 1 '1 

BABAB = aA*BA*BA*. 
Endvidere _ __ 

A*BABA*B = ABA*BA*B — aA*BA* = — «; 
thi 

A*BA*B ss aB^ 2 5^4 2 . 



Men herved bestemmes da 



Man har da Rækken 



A*BABA*B = 
A*BABA*B — 0. 

BABA»B — acJ 
.4J34B.4 3 B — «cZ 
A*BABA*B = 
^»åJå^^ = — « 
A*BABA»B = 0. 



Paa samme Maade faas 



BABA*B — - 1 

A*BABA*B = 
A*BABA*B = 
A*BABA*B = d t . 

Exempler paa de to sidste Rækker Diagonalsummer give BABA*B og Z?-dBJ 2 B,4 4 -B 
multiplicerede med Potenser af A. 

Det er da vist, at der i Gruppen forekommer alle mulige Rækker af Diagonalsummer. 

Vi ville nu vise, at ingen Transformation i Gruppen kan indeholde et uendeligt 

Antal Faktorer 

A p BA q BA r B .... 

For det første kunne vi antage, at ikke to paa hinanden følgende Exponenter q 
og r ere lige store, thi Transformationen vil da kunne omskrives til at indeholde en eller 
to Faktorer B mindre, da man har for k = i 

BA k BA k B = A*-*BA*- k BA>-* 
og for k = { 8 



133 



195 



BA k BA k B —. A*-*BA> k , 

idet Tegnet = bruges for at betegne, at to Transformationer ere identiske. 

Dernæst kunne vi, uden at forøge /Ternes Antal, antage, at Exponenten 3 ikke 
forekommer for en Faktor A staaende mellem to i?'er. Thi vi have 

BA*B E3 A*BA*BA*. 

Lad os nu antage, at der forekommer i Transformationen 

... BA k BA*BA l B ..., 
saa er dette Produkt lig 

B A k + 2 B A 2 B A l + 2 B . 

Ere nu baade k og l forskjellige fra 1 , ville baade k + 2 og / + 2 være forskjel- 
lige fra 3, og vi have saaledes bortskaffet en Faktor A* , uden at forøge .B'crnes Antal. 
Er k == 1, saa maa i den foregaaende Faktor, A\ i være forskjellig fra 1, og ved atter 
at bruge samme Relation faas 

... A i + 2 BA 2 BA*BA l + 2 B ..., 

hvor A* nu er bortskaffet, hvis l er forskjellig fra 1, er l = 1 maa i den efterfølgende 
Faktor, A m , m være forskjellig fra 1, og idet vi bruge den samme Reduktion 

... A i + 2 BA 2 BABA 2 BA m + 2 ..., 

hvor vi nu have bortskaffet en Faktor A* uden at forøge irernes Antal. 
Vi kunne da antage, at i en Transformation 

... A p BA q BA r BA'B 

ingen af Størrelserne </, r, 8 er 3, og at ikke to paa hinanden følgende Exponenter ere lige store. 

Skulde nu Transformationen kunne indeholde et viikaarligt stort Antal Faktorer, 

uden at reduceres, ses det, at den maa indeholde alle tre Potenser A, A 2 , A*, idet den 

ellers kom til at være 

... A k BA l BA k BA l B ... 

og Faktoren A k BA l B, da (A k BA l B) m er identisk, naar m i det højeste er 5, kun kan 
forekomme to Gange, uden at Produktet kan reduceres. 

Skal altsaa Produktet være inreduktibelt, maa der forekomme Faktorer, naar der 
er et tilstrækkeligt stort Antal saadanne, hvor tre paa hinanden følgende Potenser af A 
have forskjellige Exponenter. Der maa da forekomme enten 

1) BA*BA 2 BAB 

2) BA*BABA 2 B 
S) BABA*BA*B 

4) BABA*BA*B 

5) BA 2 BABA*B 

6) BA*BA*BAB. 
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Erstattes BA 2 B ved A B BA*BA 3 ses 2) og 5) umiddelbart at kunne reduceres, 
idet den kan bringes til at indeholde en Faktor B mindre. 

Skal i 1) en Faktor BA 1 gaa forud, maa l være 1; thi havde man 

BA*BA*BA*BAB 

og erstattede det andet BA*B med A*BA*BA*, flk man 

... BA*BA*BA*BA*B ..., 
som er reduktibel. 

Vi maa altsaa have Rækkefølgen 

... BABA*BA 2 BAB ..., 
som kan omskrives til 

... BABA*BA*BA*B ... 

Nu ses imidlertid, at den foregaaende Faktor for de anførte ikke kan være BA, 
ikke heller BA* ; thi da kunde man skrive 

... BA*BABA*BA*BA*B = BA*BA*BA*BABA*B, 
som er reduktibel ; men den kan heller ikke være A* ; thi da havde man 

... BA*BABA*BA*BA*B ... 

og ved at erstatte det første BA*B ved A*BA*BA* } BA*B ved A*BA*BA* fik man 

A*BA*BA*BA*BA*BAB, 
som kan reduceres. 

Der kan altsaa foran 

... BABA*BA*BAB 

ikke gaa nogen Faktor B, uden at den kan reduceres til at indeholde færre Faktorer B. 

Hvis vi derpaa se paa 3) 

BABA*BA*B, 

se vi ganske paa samme Maade, at efter BA A B kan kun følge AB, og at enhver yder- 
ligere Tilføjelse af en Faktor A k B vil bevirke, at Antallet af Faktorer kan reduceres. 

Betragte vi derpaa 

... BABA*BA*B ..., 

saa kan her ikke foran den første Faktor komme BA 2 ; thi da havde man 

BA*BABA*BA*B == A*BA* BA*BA*BA*B, 
som er reduktibel. Men der kan heller ikke komme BA A \ thi da har man 

BA*BABA*BA*B e= BA*BABA*BA*BA* == BA*BA*BA 3 BABA*, 
som ligeledes er reduktibel. Der kan da ikke gaa nogen Faktor B forud for det omtalte 
Produkt, uden at vi kunne reducere Produktet til at indeholde færre Faktorer. 
Paa samme Maade vises, at der ikke kan gaa nogen Faktor B efter 

BA*BA*BAB 

uden at Produktet er reduktibelt. 
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Men herved ses da, at Gruppen er endelig, siden enhver af de Faktorer, der 
nødvendigvis maa forekomme i Produktet, hvis det ikke skal bestaa af en Gjentagelse af 
de samme Faktorer, ville bevirke dets Reduktion til færre Faktorer, hvis de forekomme 
mere end en Gang 

Vi skulle nu udvikle nogle Relationer, der tjene til at reducere Antallet af Fak- 
torer i et Produkt af Transformationer i Gruppen til det mindst mulige, for derpaa at give 
et Skema over de Transformationer, der høre til Gruppen, dannede paa den simpleste Maade. 

Ifølge det foregaaende har man 

BABA* — a. 
Man har da _ 

BABA*BABA* = — «, 
og altsaa 

BABA*BABA* = A*BA*BA*BA*B s* A*BABA*BAB 

BABA*BAB = A*BABA*BABA*, 

eller ved Gjentagelse af Operationen 

C == BABA*BAB = A k BABA*BABA*, (91) 

hvor k er et vilkaarligt Tal. 

C maa da transformere A k til A~* og altsaa være en Transformation af Formen 

pat = — x 

fil/ = oz 

;iz' = at/, 
hvor aa = 1. 

Af (91) udledes ved at sætte * = 3, 

BABA*BAB = A 3 BABA*BABA» 

BA*BABA*B sz A*BA*BABA*BA > (92) 

= ABA*BA*BA*BA. 
Heraf faas endvidere 

BABA*BA*B = A*BABA* BA*BA* (93) 

BA 4 BA*BAB = A*BA*BA*BABA*. (94) 

Vi faa da følgende Skema over Transformationerne, idet k og l ere Tal, der kunne 
tillægges Værdierne 1 til 5, og idet der for hver Klasse Transformationer af en hvis 
Sammensætning anføres dels Totalantallet, dels Antallet af Transformationer af hver Orden, 
og de Værdier af k og l for hvilke disse faas. 
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Transformationens 

* 


Antal af Transformationer 




1 


OUIllIJlUUBOCUJIlJg. 


2den Orden. 


3die Orden. 


4de Orden. 


Sle Orden. 


Sum. 


A* 




r~ 


4 


1 

1 

1 
4 


2 I .4*5,4' 

i 
i 


i 


10,* + / _- {l 


io,*+/ = {; 


25 


3 


A k BABA> 






5,* + / — 2 


20,* + /== jj 


i o- 


4 A*BA*BA' 

1 


5,fc + / = 2 




10,* + / = {J 


10,*+/-- {; 


25 


i 

5 ' A t BA*BA' 






5,*+/ = 3 


20,*+/ — \ 



l 

l 


25 

f 


C 


A l BABA*BA l 




10,* + / ^ {J . 10,* + ' =-= {J 


5,*+/ = 1 


f 
25 


7 


A*BABA*BAB 


5 








5 


H 


A*BABA*BA*BA l 




io,* + / - {\ 


10,* + /=n{2 


b,k + l == 


25 


9 


A*BABA*BA' 


*>,k+l £5 


io,k+i^{ 2 3 




10,*+/ = {J 


25 


10 


A"BABA 4 BABA' 


5,i+Z = 2 


1 


10,*+/ {J 


10,* + /=^{J 


25 


11 


A t BA i BABA' 




io,*+/ s {; 


10,* + /={J 


5,* + / = 1 


25 


12 


A k BA^BABA^BÆ 


5,*+* = l 




io,*+/ = {l 


10.*+/ -={l 


25 


13 


A k BA*BA*BA' 


5,* + / = 2 


10,* + /= {} 




10,* + / = {J 


25 ! 


14 


A k BA*BA*BABA l 


• 


10,* + / =._- {[ 


io,*+/ = {; 


5,* + / =- 2 


25 


15 


A k BA*BABA' 


5,A; + / = 


10,* + /- {3 




10,* + / = {J 


25 


10 


A'BA*BA*BA l 


b,k + l =-=- 2 


10,*+/== {J 

80 


90 


10,*+/ = {J 

144 


25 
359 i 




45 



Gruppen indeholder, som den skal, 360 Transformationer, og det ses, at Ikosaeder- 
gruppen indpaar som Undergruppe i den. (Se Rækken af Diaponalsummer S. 194.) 

J ) Ved k + l .- or nnderforstaaet mod 5, ou lignende rnderforstaaelser er gjort ved alle de fvlgcnrie 
Kongruenser. 
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58) Vi have endnu kun tilbage at betragte en Gruppe af 7de Orden (se S. 176), 
som skal indeholde Transformationer af 7de Orden, 4de Orden, 3die Orden, 2den Orden. 
Vi kunne da antage, at Gruppen indeholder to Transformationer, 

Ipa! = a x 
pi/ = a 2 x 
fxé = a 4 x, 

hvor « er en vilkaarlig 7de imaginær Rod af Enheden, og en Transformation B af 2den 
Orden, med reelle Koefficienter, og at 

d = a + a 2 + &* 

d ■=• a ■+■ a 2 -f" a 4 

d + d = — 1 , dd = 2, 

saa ville vi ved at multiplicere B med Potenser af A faa følgende mulige Rækker af 
Diagonalsummer ifølge (90) 



8 


-1 


— 1 


— i 


8 l 


d 





i i 

i 


8 2 


1 


d 





*8 





1 


d , 


*4 





1 


d 

1 


*6 


1 


d 





*6 


d 





1 



Det vil vise sig, at der vil forekomme i Gruppen Transformationer af 2den Orden, 

der ved Multiplikation med Potenser af A ville give alle tre Rækker af Diagonalsummer. 

Vi gaa da ud fra den anden Række, og antage altsaa, at B ved Multiplikation med A 

giver denne Række Diagonalsummer. 

Man har da 

a i + ** + c s - — 1 
a, a + b 2 a 2 -f- c 8 a* = 

<*i « + b* «* + c 3 « 4 ^ 



(i 





a* 


a % 




a 2 


a A 


1 


1 


1 


a 


, a* 


a 4 


i a 


, a 2 


a 4 



— (a + «) 



(« — !)(« — !)(«+«+ I) 



(95) 



Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidonak. o% mathem. Afd. V. 2. 
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b. = 



« 3 =- 





a 4 a 





— — 




a* a 


1 


> 1 i 


a 


i 
« 4 


a 


a 2 a 4 i 




a a* 




a a* 


: 1 


1 1 1 


a 


a 2 a 4 j 


a 


a 2 a 4 1 



a 1 + g 2 + * 
(a—l)(«- !)(«+«+!) 



— 1 



(a- l)(a — 1)(a + «+ I) 



— r. 



195) 



Man kan her lægge Mærke til , hvad der finder Anvendelse i det følgende , at 
o n b^ y c 3 kredsforskydes, naar for a sættes a 2 (eller a 2 ). 

Vi ville nu vise, at 

P* + 7* + r * — 1 ■ (96) 

Man har nemlig 

(«—!)(«- lH*+«+ I) = (2-a — «)(« + «+ 1) = a-f a — a 2 — a 2 , 
og altsaa 



/»» + '/* + r* ~ 



(a-f a — a 2 — a 2 } 2 

«!_ + "*_+ 2 + «*+«' + 2 + 2«M- 2« H-J[ + 1 
a 2 -f a 2 -f 2-f a 4 + a 4 +2 — 2a 3 — 2a 3 — 2a — 2a 

a 4 +a 4 + 3a 2 -f 3a 2 + 6 



— a«— a 4 +a 2 + a 2 — 2 a — 2a-M 

idet Tælleren og Nævneren reduceres ved Ligningen 

a 8 -f a* + a 2 + a 2 + a + a -4- 1 — . 

Da man desuden har 

P +7 + r = — * i 



- 1, 



faas 



Endvidere har man 



pq -f pr + rq = 0. 

1 — a — a -f a 2 -f a 2 



r 2 4- r = 



/>7 



(a -f a — a 2 — a 2 ) 2 

— (a -f a) (1 H-aM- a 2 ) _ 1 -a — a-f a 2 + a 2 

(a -f a - a 2 — a 2 ) 2 



(a + a — a 2 — a 2 ) 2 
Vi faa da, ved at kredsforskydc a, a 2 , a 4 , 

/> 2 -\- p = rq 



- = r~ -f r 



»'2 



r •= 



P9 



(97) 



(98) 
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Men man faar da, idet vi bruge de sædvanlige Betegnelser for Koefficienterne i B, 

b\ — P l J — r — r * 



c \ =Sm P r — ( J a=r ( J* 



°2 



= T <l—V =" Pi 
og det ses da, at vi kunne sætte b t = r, c-, =» </, c^ = /;, saa at 

p r q\ 
B — r q p 
, q p r 

Det ses, at B bliver ændret paa samme Maade, hvad enten man kredsforskyder 
Søjler eller Rækker. 

Det skal nu vises, at den Gruppe, vi faa ved at danne alle Multipla af Potenser 
af A og B y er endelig. 

Det skal vises, at Gruppen kun indeholder -S, og de Transformationer B' og B\ 
som faas ved at kredsforskyde p, y, r i B, samt Transformationer af Formen A ,H BA n , 
og lignende Sammensætninger hvor B ombyttes med B' og B", samt endelig alle Trans- 
formationer af 3die Orden af Formen 

C ^ l fxy' — a 2 *z 
fiz' = a 4p æ 



og 



D 



fix' = aPz 
= a 2 *x 



MV 



a**y 



Vi ville nu begynde med at danne Transformationerne A 6 BA S B. Vi faa 



A»BA* B = 



' a d p a Å r a*q 
a u r a 6q a Qp 

a b q a b p a b r 



a*p 2 + a 2 r- + a q 2 a*p r -f a 2 qr + apq a?p q + «* P r + «// r 
a 2 pr-\-a b qr + a 4 pq ar r 2 -f- u b q 2 ~\-a*p 2 a 2 rq\~ a b pq f a 4 pr 
i upq -\- a 4 pr-\- a?qr aqr -\- a 4 pq + oPpr aq 2 + a 4 p 2 + a 8 r* j. 

Betegnes Elementerne i denne Determinant med markerede Bogstaver, har man 

a\ = a*p 2 4- a 2 r 2 + aq 2 = a*p[a*p + a* q + a 6 r) • 

— a' 2 r — «</ 



= a d p 



da i4 8 i> har Diagonalsummen 1. 

Indsættes nu Værdierne for /?, <y, r, faas 

«i = '/, 



« z r — aq 



>K« 
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og, da de andre Diagonalled faas paa »amme Maade ved Ombytning af a med ar og a 4 , 
ere disse r og p. 

Vi have dernæst 

a*pr -f a*qr + apq = a*pia*r + a* p -+- « 5 tf) 

+ « 2 P 

da Koefficienten til a' å p er Diagonalsummen for A* B. 
Paa samme Maade faas 

a*pr -{- a b qr -\- a*pq = a*p(a*r -\- a Q p + a b q) 

+ a b p 
= a 6 />, 
« 6 />7 + a 1 pr + a<7»* = a 3 r(a 3 r + a*p + « 6 </) 

= a 8 r, 
«/>? + a* pr + « a 9 r = « 5 r(tf s r + a*p + a* q) 

+ ar 
= ar, 
a 2 rq + a 6 pq + a 4 pr = a* q (a* r -{- a* p -\- a b q) 

= a 4 j 
og arq -\- a* pq -\- a*pr ==• a 6 </(a 3 r + a u p -j- gc 5 */) 

+ « 8 V 



saa at Transformationen bliver 

C ^ A»BA»B 



= « B g 



1 9 


a'p 


ar i 

_ | 


a* p 


r 


a»q ! 


ar 


a*q 


p 



& ^ A* C'A- 2 = 



og altsaa 

q p r 

p r q 
r q p 

Altsaa indeholder Gruppen den Transformation, som faas ved at kredsforskyde 
p, </, r i B, og. denne Operation kan naturligvis gjentages. 

Det er herved indlysende , at vi faa den samme Gruppe , hvilken af Rækkerne i 
Skemaet S. 198 vi benvtte til Dannelsen af B. 

Da A*BA*B hører til de S. 201 nævnte Transformationer, hører BA*B og de 
tilsvarende BA*B, B" A b &' ogsaa dertil, og ligeledes BA*B, B'AB', B" A* J3", da 
de sidste tre Transformationer ere de omvendte af de tre første. 
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Men det kan nu vises, at BA p B ogsaa hører til de omtalte Transformationer, 
naar p er vilkaarlig. Det er klart, at den gjør det for p = 3, men den vil ogsaa gjere 
det for enhver anden Værdi f. Ex. p = 6. Thi kredsforskydes Søjlerne i det bageste /?, 
Kækkerne i det første, 1 Gang, vil der komme til at staa & A 6 B', som hører til de 
omtalte Transformationer; men denne Kredsforskydning vil kun have til Følge, at Rækkerne 
og Søjlerne i den resulterende Transformation BA*B kredsforskydes, ved atter at kreds- 
forskyde Rækkerne og Søjlerne i B A* B en Gang i modsat Retning, vil man da have 
BA*B\ men en Kredsforskydning af Rækker og Søjler i en af de omtalte Transformationer 
vil atter give en Transformation af samme Form. 

Men ganske paa samme Maade ses det, at en Transformation af Formen BA p B 
atter hører til de omtalte Transformationer; thi man kan forskyde Søjlerne i B*, saa at 
B' gaar over til at blive B\ dette vil kun foranledige en Kredsforskydning af Søjlerne i 
BA p B, som altsaa ses at høre til de omtalte Transformationer. 

Det ses da, at mere sammensatte' Produkter af A y B, B , B' ogsaa vil føre til- 
bage til de nævnte Transformationsformer, undtagen hvis der skulde forekomme Sammen- 
sætninger af B . B. 

Lad os da se, hvad dette giver. Man har 

p r q i i q p r 



BB = 



r q p 
q p r 





1 


= 


1 




1 



p r q 
r q p 

saa at disse Sammensætninger føre til Transformationerne 

pa! = y p.af = z 

py' = z eller fixf = x 
fxz 9 = x fiz 9 = y, 

og almindeligere ved at sammensætte disse med Potenser af A 

fix' = a?y i fxaf = o?z 

D = pLjf = a*z, D = i fxxf — aPx 
[12? = a 4p x Xfiz 9 = a 4p y. 

Det ses, at Sammensætninger af Transformationer af Formerne D med de allerede 
forhen nævnte, atter høre til Transformationer af de samme Former, idet man ved at 
multiplicere med D* kun faar Søjler eller Rækker kredsforskudte. Gruppens Endelighed 
er hermed bevist. 

Da alle Transformationerne ere indesluttede i følgende Former 
A*, A' n BA», A m BA», A m B"A», DA n , &A n , 
hvor p, m, n kunne tillægges alle Værdier fra til 6, faas, idet den identiske Transfor- 
mation medregnes, Antallet af Transformationer hørende til Gruppen at være 

7 + 3. 19+ 14 = 168, 
saaledes som det skulde være. 
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(mod 7). 



Disse Transformationer kunne klassificeres paa følgende Mande. 
48 ere af 7de Orden, nemlig 

A n for alle Værdier af /; 

A m BA n for m + n = 2 

m + n lzh 5 

^m^^» f or m 4_ w = 3 

m + n == 4 

A m B'A n for m + n = 1 

m + n == 6 

42 ere af 4de Orden, nemlig 

^"'Æ^' 1 for m + n _~ 3 

w | « -^ 4 

J ra B'^ for m 4-n — 1 

m + m .-^= 6 

A m B"A n for w + « __- 2 



ét V 



> (mod 7). 



rø -j- n = 5 



6G ere af 3dic Orden, nemlig 

da*\ 



HA«\ 
A m BA* for m + n 



for alle Værdier af n. 



1 1 



m + n = 6 
i4 m flM" for m + n = 2 

A m l?'A* for m +- w =i 3 

m + n ^ 4 



» (mod 7). 



Kndelig ere 21 af 2<icn Orden 

A'»BA» 
A m EA n \ for m -f n -^ (mod 7). 

Transformationerne af 7dc Orden høre til 8 forskjellige Sæt Dobbeltpunkter, 
Transformationerne af 3die Orden til 28 Sæt Dobbeltpunkter, Transformationerne af 4de 
Orden til 21 forskjellige Sæt Dobbeltpunkter, medens Transformationerne af 2deu Orden 
alle ere Potenser af Transformationerne af 4de Orden. 
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Théorie des groupes de transformations finis. 



Par 



M. H. Valentiner. 



I. Remarques générales. Mnltiplicateurs. 

JLes transformations dont traite ce mémoire sont des transformations linéaires. 

Une transformation Jinéaire de n variables est déterminée par les équations: 

paf = a x x -f* b x y -f e \ z • • • ^v , 
fitf =- a^x + b.y + c 2 z ... Z 2 i>, 



(1) 



dont le determinant peut tonjours étre supposé egal å l'unité. Les quantités a n b x ... 
ne sont alors déterminées qu'fc un facteur pres, qui peut étre une racine d'ordre [n + 1) 
de 1'nnitc. 

II y a toujours des points que la transformation laisse comme ils sont. Ces points 
sont appelés des points doubles, et Ton a pour cliacun d'eux: 

x = af , y = y . . . v = v'. 
fi est alors déterminé par l'équation: 



a 



«? 



2 fÅ) øg . . . tj 



= o. 



(2) 



2) Cette équation donne n -f- I valeurs pour p. Si toutes ces valeurs sont 
inégales, on trouve n -f 1 points doubles distincts. 

3) Si Tensemble des points dont les coordonnées satisfont h Téquation: 

*X4-yY+ . .. vV = • (3) 

forme un plan, A", Y ... V étant des cønstantes, les équations (1) transformeront le plan 
en un autre plan. 

Si A~, Y . . . V sont les coordonnées du plan, elles seront transformées par les 
équations: 

f/X' = A X X+ B,Y ... L x V, 



t w 



A t X + B t Y ... L 2 V, 



fi V' = A n+i A'-f- B«+i Y . . . />„ H V 



(51 



dont les coeflicients sont les sous-déterminants des équations (1). 
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\,v> plans sur lesquels la transformation n'exerce aucune action sont appelés des 
ntøn> doubles. Si toutes les racines de l'équation (2) sont inégales, il y aura n + I 

plans donbles. 

C.oimaissant les coordonnées dun point double, celles d'un plan double s'ob- 

tM-mlront en rernplagunt a x , b x ... par A XJ B x ... et p par — . On voit done qua 

, M.-^e point double répond un plan double. 

4 l r.hnque plan double renferme tons les points doubles qui ne répondent pas au 
, Mrt ^ ivoiproquement tous les plans doubles qui ne répondent pas a un point double 

iM**v"t iKir ce point. 

.v) Si (2) n'a pas de racines égales, les équations (1) pourront se mettre sous 

f, x P\ _ aP„ 

ou Uy [i . . . >t sont des constantes et P,, P, . . . P» + t les premiers membres des équations 
<lc* plaiiM doubles. On appelle a y fi . . . k les multiplicateurs de la transformation, et peut 
loujourH Htipposer a.fi ... k = 1. Ces multiplicateurs ne sont déterminés qu'a un 
farte ur pres, qui peut étre une racine d'ordre (n -j- 1) de l'unité. 

(i) Déterminons les multiplicateurs d'une transformation donnée sous la forme (1). 
Ku rénolvant les équations (12) par rapport å p. x a!, ii x \f . ../i^, on doit arriver aux 
équntlons (1) et Ton voit que p. et p x ne peuvent differer que par un facteur constant, ce 
t|ui permet de poser p x = kp, k étant une constante. 

Le point double qui répond å P»+t = est déterminé par P, = P t . . . P, = 0. 
Ku posant af = æ, \f == y, . . . tf = ø, on voit que k est la vaieur de p x qui répond å 
ce point double, et que la vaieur correspondante de p est une racine de (2). On a done 
X ■*-. k/i, fi étant une racine de (2). Le dernier terme de (2) est i 1 , ce qui donne 
a.fi ... /I. i** 1 — 1, u"ou i" +1 = I. Les multiplicateurs n'étant déterminés qu'å un 
facteur pres, qui est une racine d'ordre (n + 1) de Funke, on peut poser jfc = 1. 

Les multiplicateurs de (1) sont done les racines de (2), si cette équation n'a pas 
de racines égales. 

7) Si une transformation devient identique en étant élevée a une puissance m, 
on dit qu'elle est d'ordre m, au cas qu'elle ne devienne pas identique lorsqu'on l'éléve å 
une puissance moindre que m. 

Si (2) n'a pas de racines égales, la transformation est d'ordre m lorsque m et 
n-f I sont premiers entre eux, et les multiplicateurs, des racines primitives d'ordre m 
de l'unité. 

Si m et n -f 1 ne sont pas premiers entre eux , nous nous bornerons å examiner 
le cas ou m = p g , p étant un nombre premier, tand i s que » -f I renferme le facteur p*. 
Dans ce cas, les multiplicateurs, lorsque la transformation est de Tordre />*, doivent étre 
de la forme % a, %fi ... yk, % étant une racine d'ordre p*+* de l'unité et a, fi, y . . . k 
des racines d'ordre p q de l'unité. 



145 



207 



8) Si (2) a des racines égales, en cherchant les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'une puissance de la transformation (1) soit la transformation identique, 
on arrive au resultat suivant: 

Les racines de (2) doivent étre des racines de Tunité, et si Tune d'elles est du 
degré p de multiplicité, les plans doubles qui répondent k cette racine doivent former une 
suite infinic du degré p — 1 de multiplicité. 

On appelle toujours les racines de (2) les multiplicateurs de la transformation. 

Tout plan double qui répond a un multiplicateur renfermera toujours tous les 
points doubles qui ne répondent pas k ce multiplicateur, et réciproquement tout point 
double qui répond h un multiplicateur sera situé dans tout plan double qui ne répond 
pas ;\ ce multiplicateur. 



II. Combinaisons des transformations. 

10) Nous chercherons h determiner la forme des transformations appartenant h 
des groupes qui ne renferment que des transformations dont les multiplicateurs ont le 
modale 1, et qui peuvent étre mises sous la forme (12). 

Nous supposons que le groupe contient les transformations A et JB, que les 
multiplicateurs de A sont tous dififérents, et qu'on a pris pour plans fondamentaux du 
systéme des coordonnées les plans doubles de A. 

Les transformations A et B sont alors représentées par les équations: 



A = 



px = ax 

^ ~ fa et B E \ 

av' = Åv 



fix' = a x x + b x y ... l x v 
pxf = a 2 x + b 2 y . . . l 2 v 

prf = fl„+i.r -f b n+i y ... /» +1 i>. 



Les multiplicateurs de B sont déterminés par Téquation: 



a i — t 1 ^i • • • 'i 

a 2 b 2 — p . . . l 2 

Ofi+i 6n+l • • • *n+i — P- 

qui peut aussi s'écrire sous la forme: 



= 0, 



(a x b 2 ) étant egal h 



u n ^ — («i + b 2 . . . /„+!)//» + ((a x b 2 ) + K *,) . . .)//»-' 

= [A X +B % ...L u + i ) / i±l = 0, 



} 



(24) 



a 2 b 2 



et A x , B 2 . . . étant les sous-déterminants de a ly b 2 



Comme \fi\ =- 1 [\p\ = le module de //), et que Péquation (2i) doit étre satisfaite 

si Ton y remplace p par — , puisque p = — , et a n b 2 ... I n±l par leurs valeurs con- 

p u 

juguées, on doit avoir: 

a x -f- b 2 . . . / w +i = A x -|- B 2 . . . Ln+i \ 

27 



(a x b 2 ) + (a x e 9 ) . . . = (A l B 2 ) + {A l C 9 ). 

Vidensk. Selitk. Skr , 6. Raritkc. natnrvidensk. op roathetn. Afd. V. 2. 
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Ces équations doivent aussi étre satisfaites par les coefficients de A m B, etonaalors: 

la^M,) = £€^fi m (A t B t ). f 

Tous les multiplicateurs de A étant difTérents, le degré p de A doit étre plus 
grand que n + h et * es équations (26) devant étre satisfaites par toutes les valeurs de m, 
on aura: 



i 



- At 



b 2 = B 2 



(27) 



•»■i-i — -^»+i- 

11) Si i? et C sont des transformations arbitraires du groupc, on obtient en 
appliquant les équations (27) au premier coefficient de CA m B, «,,/?, ... Å t étant les 
coefficients de C et m arbitraire : 

a x a x — A,^t 

Ø x a 2 = n x A t 



(28) 



^l<^n+l ■== A x A n +t . 

De la on déduit, en identiftant C avec B ou avec la transformation inverse de B: 



b x a, 
c. a. 






(29) 



et 






(30) 



Les équations (29) et autres analogues qu'on obtient en égalant les autres elements 
du terme principal du determinant de CA m B aux conjugués de leurs sous-déterminants, 
expriment que le produit de deux elements du determinant d'une transformation qui sont 
symétriques par rapport au terme principal, est le conjugué du produit de leurs sous- 
déterminants. Les équations (30) et leurs analogues expriment que le produit de chaque 
element par son sous-déterminant est une quantité reelle. 

12) Soit A, B y C . . . les transformations d'un groupe et F une transformation 
arbitraire ; le groupe et ses transformations seront transformés par F si Ton opére toutes 
les transformations: FAF-* FBF~ i FCF-* 

line transformation FA F~ l a les mémes multiplicateurs que A , et ses points 
doubles sont les points en lesquels F transforme les points doubles de A. 

13) Pour qu'une transformation A ne soit pas transformée par F, il faut que F 
ait les mémes points doubles que A ou produise un déplacement circulaire des points 
doubles de A. Dans le dernier cas, les points doubles de A doivent se composer de 
groupes de r + 1 points P x , P % ... P r+i , dont les multiplicateurs respectifs sont 
7W, iwa, ma r , oii a r+l = 1, et F doit transformer P x en P 2 , P % en P s . . . P r +\ en P x . 

1'j) Si un ou plusieurs elements des determinants d'une transformation sont nuls 
pour loutes les transformations du groupe, la discussion d'un groupc contenant des trans- 
formations de n variables peut loujours étre ramenée h celle de groupes qui en contiennent 
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un moins grand nombre. C'est pourquoi on supposera toujours daus ce qui suit que 
cela n'a pas lien. 11 résulte de (28) qu'on peut toujours supposer qu'un element et son 
sous-déterminant sont nuls en méme temps. 

15) Nous transformerons maintenant un groupe (contenant les transformations 
ci-dessus mentionnées A et B) par une transformation: 

fi£ = px 



F = l 



ou p, i] . . . t sont des constantes arbitraires différenles de zéro. 

La transformation A reste par suite telle qu'elle est, tandis que B devient: 

pb x y , pc x z pl x v 



p,x* = a x x + 
qa 2 x 



M 



+ b % y + -' 



qc 2 z 



t 
ql t v 



I* p q 



• • • <i»-H V . 



A 2 est alors remplacé par 



pA, 



On peut done determiner p, q, r . . . de maniére que 



p 


= 






r 

p 8 


= 


r ° 



et, par suite, que tous les elements dans la premiere colonne du determinant transformé 
aient le méme module que leurs sous- determinants. 

* Comme il est indifferent, dans les recherches qui suivent, qu'on eonsidére le 
groupe primitif ou le groupe transformé, nous supposerons toujours que : 

\a x \ = I^J, |a 2 | — \A t \ ... |a B+1 | = |i4» +i |. 
11 résulte alors de (30) que: 

et de (28) que: 



(33) 



(i\ = A n a 2 =?= iAj, a 3 = i A 3 ... a»+i = a - ± A»+i (34) 

les signes se correspondant dans (33) et (34). 

La derivation des équations (33) et (34) exige qu'aucune des quantités a u a 2 ... a H+l 
ne soit mille; mais si Tune d'elles, a y , est nulle, il doit y avoir une transformation pour 
laquelle l'élément correspondant a a p ne Test pas, et eet element peut alors étre employé 
de la méme maniére que a p . 

C étant une transformation arbitraire du groupe, nous pouvons maintenant former 
C- l A m B. L'élément qui, dans le determinant de C~ l A m B, répond a a 8 est alors: 

a-B^ +^B 2 a 2 ... ^ m B n+ ia w+ i 
et son sous-déterminant: 



De la on tire suivant (34) : 



a m fi x A x + P m p 2 A 2 . . . Å m fi n +i -4« + i . 



±i9l^lJ B l a * ^ ±£tt^S ••• ^»+t«»+i 



i fin+l *li»+l > 
27* 



(35) 
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ou Fon prend le signe supérieur ou inférieur suivant que a t --^ + A^. Les équations (35) 
et celles qu'on obtient en considérant les elements qui eorrcspondcnt a a 8 , a 4 ... a w+ , 
dans C~ i A m B, montrent que chaque element du determinant de C est le conjugué de 
son sous-déterminant avec le signe 4- ou — . On voit aussi que tous les elements du 
determinant de C, dans une eolonne, sont les conjugués de leurs sous-déterminants, tous 
avec le méme signe que dans la premiere eolonne, ou avec un signe contraire. 11 résulte 
en outre de (29) que deux elements symétriques par rapport au terme principal sont tes 
conjugués de leurs sous-déterminants avec le méme signe. 

16) Si fon pose: _ __ _ 

/ = xx + e t yy + e^zz • • • £nW 
et remplace x, y y z . . . v par pat^ pif, pz' . . . pv, ces quantités étant déterminées par (1) 
et les coefficients de (1) remplissant les conditions du g 15, on voit que / ne varie pas 

lorsque e p = ± I , suivant que Op -- i A p . 

Réciproquement, si une transformation A est telle que paf, py* ...//o' substitués 
dans/ h x y y ... v, ne font pas varier/, les coefficients de A rempliront les conditions 
du g lo, le determinant de A étant 1. 



III. tironpes flnis des transformations de la ligne droite. 

17) Supposons qu'un groupe fini renferme les deux transformations: 

Å _ f paf = a x æ+b x y R _ \ fix' = ax 

\py' = a 2 x + b t y \ py' = fty. 

a 2 et b t devront étre nuls en méme temps, car si a 2 seul Tétait, B AB l A~ l ne 
pourrait appartenir a un groupe fini. 

Nous avons, d'aprés le g 15, a, =6 X , a s = -J- 6,^ ; mais on ne peut avoir a 8 = £ n 
car ABA" l B~~ l serait alors une transformation qui ne peut pas figurer dans un groupe fini. 

18) Nous allons maintenant determiner les groupes finis possibles, notam ment 
leur ordre et le nombre de transformations qu'ils contiennent. 

Supposons qu'un groupe renferme une transformation A et transformons A par 
loutes les transformations du groupe, ce qui revient a former toutes les transformations 
C = BAB~ i 1 B étant une transformation arbitraire du groupe. Nous obtiendrons ainsi 
iV transformations C (y compris la transformation identique) , qui cependant ne scront 
pas toutes difTérentes. 

Toutes les transformations difTérentes qui ont été formées en transformant A par 
toutes les transformations d'un groupe, constituent ce que nous appellerons la serie de A. 

(Test sur le nombre des transformations d'une pareille serie que portera notre 
recberche. S'il y a dans le groupe \\\\ certain nombre p de transformations qui ne font 
pas varier A, il y en aura tout autant qui ne feront pas varier toute autre transformation 
de la serie de A. Toutes les transformations qui ont les niernes points doubles que A 
sont des puissances d'une seule et méme transformation, et, sans restreindre la généralité 
des considérations qui suivent, nous pouvous supposer que cette transformation est A. 
Si A est d'ordre n, n étant plus grand que 2, A et ses puissances sont les seules trans- 
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formations qui ne fassent pas variere. En désignant par *S le nombre des transformations 

N 
de la serie de A, on aura done ti S = N d'oii S = — . Toutes les transformations (rime 

n 

méme serie ont les mérnes multiplicateurs , et par suite deux transformations d'une méme 

serie ne peuveut avoir de points doubles communs, a moins que Tune d'elles ne soil la 

transformation inverse de l'autre. 

Si une transformation A et son inverse appartiennent h la méme serie, il doit y 

avoir dans le groupe une transformation qui permute les points doubles de A. Chaque 

N 
serie de *A* renferme done aussi — transformations, h moins que A et A~ l n'appar- 

tiennent a la rnérne serie et que A* ne soit du deuxiéme ordre, et, dans ce eas, la serie 

N 
de A* se compose de ^-transformations. Appelons les series appartenant k toutes les trans- 
formations qui ont les mémes points doubles, les series de ces points doubles, ou celles 
d'une des transformations qui ont ces points doubles; les series de A comprendront alors 

in—\)N[n — \)N m 

- ou — ^ transformations, suivant que le groupe ne contient pas ou con- 

tient une transformation qui permute les points doubles de A. 

11 reste h trouver combien de transformations renferme une transformation du 
deuxiéme ordre avec sa serie, lorsque A n'est pas une puissance d'une autre transformation. 

S'il n'y a aucune transformation qui permute les points doubles de A, A et sa 

serie contiennent -^- transformations. 

Y a-t-il une transformation B qui permute les points doubles de A, A et BAB~ l 

sont identiques. B doit aussi étre du deuxiéme ordre, car de: 

A s= BA B- { 
il suit que : 

B == ABA-K 

Il est maintenant facile de voir que si une transformation C, autre que B, permute 

les points doubles de A, elle doit étre identique ii AB, car autrement CB serait une 

transformation ayant les mémes points doubles que A, sans cependant lui étre identique. 

11 y a done dans le groupe 4 transformations qui ne font pas varier A, a savoir la 

N 
transformation identique, A, B et AB. A, avec sa serie, contient — transformations. 

19) Comme le groupe, outre les series qu'il contient, renferme encore la trans- 
formation identique, nous aurons la proposition suivante: 
Si un groupe se compose des transformations: 

A u A 2 . . . de Fordre n,, w 2 ... et 
Æ M B 2 . . . de Fordre m ly m„ ... 
avec leurs series respectives, et qu'il n'y ait aucune transformation d'un ordre plus élevé 
que w n n 2 ... m li m 2 ... avec les mémes points doubles que A u A 2 . . . Æ,, B 2 . . ., 
on aura : r 

\ «j n 2 2?n l 2m 2 I ' 
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ou N designe le nombre des transformations du groupe ; étant donué qu'il ny a aucune 
transformation qui permute les points doubles de A n A t . . ., tandis qu'il y en a mie qui 
permute ceux de B l9 B^ ... 



Comme n x est au moins egal å 2, 



n t-l > _i 



n x — 2 ' 

11 ne peut done y avoir au plus dans le groupe qu'une transformation avec ses 
series dont les points doubles ne soient pas permutés par quelque transformation du groupe. 

S'il y a une pareille transformation dans le groupe, on voit qu'il ne peut au plus 
renfermer qu'une transformation avec ses series dont les points doubles soient permutés 
par quelque transformation du groupe. 

Si le groupe ne comprend qu'une transformation dont les points doubles ne sont 
pas permutés et les series qui appartiennent å cette transformation, on doit avoir: 

N = n x 
le groupe ne contient qu'une transformation et ses puissances. 

Si le groupe renferme les transformations A x et B n on aura: 



N 



V n x 2m x ) 



N _ . 2jfi, n x 



»j -4~ 2m x — m x n x 

Le dénominateur devant étre positif, il en ré sulte que: 

n, + 2m x — m i n l > et (m l — 1) (n x — 2) < 2, 

ce qui exige ou que n x =2 et m, soit arbitraire, ou que n x = 3 et m x =- 2. 

Ces deux cas correspondent a des groupes flnis, mais le premier seulement 
lorsque m est impair. Dans le premier cas, on a zV = 2m et un groupe cycliquc , dans 
le second N= 12 et un groupe tétraédrique. 

Si le groupe ne renferme que des transformations dont les points doubles sont 
permutés par une autre transformation, le groupe ne peut au plus renfermer que 3 trans- 
formations avec leurs series respectives. On a alors: 

N (m x — 1 m t — 1 m 3 — 1 



2 \ m x m 2 m 3 ] 



Aucun des termes ne peut manquer, puisque le groupe comprendrait alors un 
nombre de transformations moins grand que fordre le plus élevc de celles dont il se 
compose. Une au moins des quantités m doit étre egale a 2, car autrement on aurait: 

iV/m. — 1 . m« — 1 7n~ — I \ 



/^zl + ™»- V^zzj) - Nm 

\ m x m 2 m 3 ) ^ 



Nous poserons done m, = 2, ce qui donne : 

N = 



4 m 2 m H 



2m 2 + 2r/* 8 — w 2 /Ai 3 ' 
On doit alors avoir: 

(m 2 — 2) (m s — 2) < 4. 
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Nous aurons ainsi le cas suivants: 

m t =- 2, m 8 arbitraire, 



m g = 3, 


m 3 = 3, 


m, = 3, 


m s — 4, 


17l 2 = 3, 


m 3 = 5. 



De ces ras , le deuxiéme est impossible , car le groupe devrait contenir deux 
transformations B et C du 3 e ordre avec des points doubles difTérents. On peut maintenant 
faire voir que toute transformation A du 2 C ordre qui permute les points doubles de B 
doit tiussi permuter ceux de A. Mais le groupe, contrairement h Fhypothése, devrait alors 
renfermer au moins 5 transformations du 2 e ordre A, BA, B*A, CA et C*A. 

Aux autres cas, par contre, correspondent des groupes reels, au premier pourtant, 
seulement lorsque m 8 est pair. Le groupe est alors cyclique. 

A m % = 3, w 8 = 4, correspond le groupe octaédrique, pour lequel A'=24. 

A m 2 = 3 et tn 3 = 5, correspond le groupe icosaédrique, pour lequel iV=G0. 

20) Nous déterminerøns encore algébriquement dans les paragraphes suivants 
les groupes possibles, 

Lorsque deux transformations appartiennent <i un groupe flni, le rapport anbarmo- 
nique entre leurs points doubles est reel. 

21) En supposant toujours que le groupe contient les deux transformations: 

A _ i paf — a x x + b x y fl _ / fiaf = ax 

\p}f — «** + **# \py' — Py' 

nous pouvons, d'aprés le g 20, supposer que le groupe est transformé de maniére que A et 

B aient des points doubles reels. a % et h x sont alors des quantités purement imaginaires. 

Nous formerons maintenant AB % A, qui est supposé étre de Tordre n. Si n est 

pair, (AB*A)* sera une transformation du 2 C ordre. 
Si n n'est pas pair, on peut former: 

n— 1 »—i 



(AB*A) * AB.BA(AB*A) 2 , 
qui est une transformation identique. Ses deux parties, que sépare le signe de la multi- 
plication, sont telles que Tune se déduit de l'autre en permutant A et B. 
On voit done que: 

n—i n—i 

C = (AB*A) 2 AB et C x = (A^B^A^) 2 A- l B-* 

sont des transformations identiques. Mais comme A et B ont des points doubles reels, 
C et C, ont des multiplicateurs communs et des points doubles dont les coordonnées 
sont des quantités conjuguées ou des quantités reelles. Si les coordonnées des points 
doubles de C sont reelles, C ne variera pas lorsque ses multiplicateurs seront permutés 
avec leurs quantités conjuguées, ce qui seulement est possible si C est du 2° ordre. 

Si les coordonnées des points doubles sont des quantités conjuguées complexes, 
les points doubles de C et de C x doivent étre harmoniques. Le groupe renferme alors 
deux transformations dont les points doubles sont harmoniques, et nous pouvons supposer 
que A et B sont deux pareilles transformations, A et B appartenant aux formes ci-dessus 
mentionnées. a, et 6 2 doivent étre des quantités reelles lorsque les points doubles de A 
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et de B sont harmoniques. Nous pouvons alors transformer le groupe de maniére que 
a 2 et b l deviennent aussi reels. On voit done que les points doubles de: 

AB m AB m A 
sont les eonjugués harmoniques de ceux de B, et si le premier coefficient de A n'est 
pas nul, on peut toujours determiner m de maniére que le premier coefficient de 
AB m AB m A soit numériquement moindre que le coefficient correspondant de A sans 
cependant étre nul. Le groupe ne peut étre fini a moins de contenir des transformations 
du 2 C ordre. 

22) lin groupe fini devant toujours renfermer une transformation du 2 e ordre, 
nous pouvons supposer que A est une transformation de eet ordre et se présente sous 

,a forme: = j/**' = iaæ + iby 

1 ny' = ibx — iay ' 

ou a et b sont reels. On peut aussi supposer que le premier coefficient, dans toutes les 
transformations du 2° ordre du groupe , est nul ou qu'il ne Test pas. Examinons d'abord 
le demier cas en choisissant A de maniére que a > 0, et que sa valeur numérique 
soit la plus petite qu'il puissc avoir dans une transformation du 2 e ordre appartenant 
au groupe: 

Nous formerons maintenant AB m A B' m A, qui est aussi une transformation du 
2° ordre (A transformée par AB m ). Le premier coefficient de cettc transformation est: 

ia (— o 1 — b 2 (a 2m + ~a 2m ) 4- b 2 ) 
et on doit alors avoir: 

\ a \ < \a( — a 2 — b 2 (a 2m + a 2ffl ) + **)| , 
a moins que: _ 

— a 2 — ** (a 2m + a 2m — 1) = 0. 
On a a 2 + b 2 = 1 et, en posant a = cosu + tsintt, on aura ou: 

— 1 + Ab 2 sin*mu — (49) 

ou: | — 1 + 46*sin*rou| > 1, (50) 

équations qui doivent etre satisfaites par loutes les valeurs de m. 

Comme |6|< 1 et que m peut toujours étre choisi de maniére que |sinw«|>0, 
on tirc de (50): 

| sin m u | > V{ , 
ou de (49): 

sinmw > A. 



Si B est une transformation d'ordrc w, sin — sera la plus petite valeur numérique 

n 

de sin tom. On doit done toujours avoir: 

sm TT > T > n <■ b ' 
n l 

In groupe fini, si |ø|>0, peut done au plus renfermer des transformations du 5° ordre. 

Si toules les transformations du 2 e ordre appartenant au groupe sont de la forme: 

A = f liX ' = ay - 
\ py' = —ax 

les points doubles de A et de B seronl harmoniques, et Ton voit facilemetit que le groupe 
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sera un groupe cyclique qui ne renferm« pas d'autres transformations que celles de la 
forme B* et B*A. 

23) Apergu des groupes possibles. 

A) Toutes les transformations sont des puissances de la méme transformation. 

B) Le groupe renferme des transformations avec des points doubles diffcrents. 

1) Groupes cycliques. Ils se composent des puissances d'une transformation A d'ordrc 
n et de n transformations du 2 e ordre qui permutent les points doubles de A. 

2) Groupes qui renfermenl plusieurs transformations d'un ordre plus élevé que 
le 2°, aVec des points doubles différents. 

a) Groupes tétraédriques , qui se composent d'une transformation du 3 C ordre 
avec des series de 8 transformations, et d'une transformation du 2 C ordre 
avec une serie de 3 transformations. N = 12. 

b) Groupes octaédriques, qui renferment une transformation du 4° ordre avec 
des series de 9 transformations, une du 3 e ordre avec des series de 8 trans- 
formations, et une du 2 C ordre avec une serie de 6 transformations. iV= 24. 

c) Groupes icosaédriques, qui comprennent une transformation du 5 e ordre avec 
des series de 24 transformations, une du 3 e ordre avec des series de 20 trans- 
formations, et une du 2 C ordre avec une serie de 15 transformations. iV = GO. 

24) Formation des groupes cycliques. 

25) Groupe tétraédrique. Il contient une transformation du 2° ordre: 

( paf = iax-\-iby 

\ pi/ = ibx — iay 
et une transformation: 

>*' = ax —i 4. ej/3 

\ptf = ay 2 

BA aussi bien que B*A doit étre du 3° ordre, puisque A ne permute pas los 
points doubles de B. On a par suite: 

Au groupe appartiennent toutes les transformations de la forme: 



B 



C =- l 



paf — _£_* + —j-y 
tV|/6 ia?V% 

tur s — - — a~y 



On voit que le groupe est fini puisque le produit des transformations des formes 
que nous considérons ici présente une de ces formes. 

26) Groupe octaédrique. II est déterminé par les deux transformations: 

A ( paf = iax + iby 

\ PH* ~ ^x — iay 



B — 



px = ax ^2 +t|/2 

\pjf = ay, 2 

|/2 
BA et B*A doivent étre du 3° ordre et B 2 A du 4°. On trouve a -= b ■= -. Le 

groupe renferme, outre #, toutes les transformations de la forme: 

Vidensk. Selsk. Skr., 6. Række, naturvidensk. og mat horn . Afd. V. 2. 28 
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a*i]/2 



x = — 



x -\- — 



cfiiVi 



y 



c = 



ou p + 7 cst un nombre pair et : 



/*# — 



a*iV2 



aPiVi 



— x — 



y 



D == 



i urt = a r y 



Le groupe est fini , car les produits des transformations des formes dont il s'agit 
ici donnent des transformations qiri ont les mémes formes. 

27) Groupe icosaédrique. Nous supposons toujours que le groupe renferme les 

deux transformations: 

i fix* = iax -f- iby 

~~ \ py' = ibx — iay 
et: 



B = 



{fix' — ax 



- 1 +J/5 , iH0+ 2 15 
4 + " "4 



Nous pouvons avoir ici BA du 5° ordre et B 2 A du 3 C ou 1'inverse. ()n aura alors, en 
prenant a négatif, ou: 



a 



K50 — 101/5 . __ ]/50-f 101/5 

io "" et "" " 10 



ou: 



— l 50 + 10 ^5 4 . , 1/50 — 101/5 

fl = ro - ct 6 - ± — io — • 

En prenant les premieres valeurs de a et de 6, nous pouvons montrer que le 
groupe, ou tre B et ses puissances, renferme toutes les transformations de la forme: 



C= l 



, — t j/50 +10K 5 „ tj/50 — 101/5 n 
fl x> = - aPx tfy 



10 



10 



t'1/50 — 10j/5- f/4 _ i]/50+_10l/5- 

10 



pif = - --- in- — '- - « ? y + ---Tn- - r <V, 



10 



/> = 



— tj/ 50 — 101/5 „ . iV50+ 101/5 „ 



10 



10 



«V50 + 101'5 - , il 50 — 101/5 - 



10 



10 



et: 



E 



fix = a*\y 

l^y — — «**• 

On voit, comme dans les deux cas précédents, que le groupe est fini, la multi- 
plication de deux transformations des formes ci-dessus donnant une transformation qui a 
une de ces formes. 
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IV. (Jroupes flnis des transformations du plan (ou Groupes finis des transformations 

de 2 variables). 

28) Les transformations du plan ont én general 3 points doubles et 3 lignes 
doubles. 11 peut cependant arriver que deux des multiplieateurs sont égaux. Dans ce 
cas , les transformations sont dites perspectives. Toutes les lignes qui passent par un 
de leurs points doubles sont des lignes doubles, et tous les points de la ligne double 
qui ne passe pas par ce point double sont des points doubles. Le point et la ligne en 
question sont appelés le centre perspectif et Faxe perspectif de la transformation. Le 
produit de deux transformations perspectives donne une transformation qui a un point 
double ii rintersection, des axes perspectifs, et une ligne double dans la ligne qui joint 
les centres perspectifs. 

Nous montrerons d'abord qu'il n'existe pas de groupes qui se composent exelu- 
sivement de transformations perspectives, h moins que toutes les transformations du groupe 
n'aient trois points doubles communs. 

Etant donné deux transformations perspectives A et B ou la ligne des centres 
est x = i) et Fintersection des axes æ = 0, y=0, et ou le centre perspectif de A est 
x = 0, y = 0, elles seront représentées par les équations : 

fix' = ax ( fix' = a x x 

f*y' — uy et B = i fir/ = b 2 y + c t z 

fiz f = a*z \P Z ' — * 8 y + c 8^> 

ou B a encore un multiplicateur egal a a t . Mais AB ne peut pas alors étre une trans- 
formation perspective, h moins que A et B n'aient trois points doubles communs. Par 
conséquent, si toutes les transformations du groupe n'ont pas trois points doubles com- 
muns, le groupe doit renfermer des transformations qui ne sont pas perspectives, et nous 
pouvons lui appliquer les propositions développées dans les chapitres 1 et H. 

29) Cbercbons maintenant si un groupe fini peut renfermer des transformations 
de la forme: 



A == 



ou: 



A = 



fix' — ax 




fix' =* a x x -j- b x y 4- c x z 


py' — Py 


et B ■==. < 


pif = b *y -r c * z 


fiz' = yz 




fiz* = b s y + c 9 z 

> 


fix' = ax 


( 


fix' = a x x 


py' = Py 


et B =i \ 


fiij = a 2 x -f-i 2 y-f c t z 


fiz' = yz 




fiz' = a 3 x + b s y + e 9 z 



ou, en d'autres termes, si un element d'un determinant d'une transformation peut (Ure 
nul sans que le sous-déterminant correspondant le soit. 

II nous suffira de considérer le premier cas, B trahsformant les coordonnées d'une 
ligne droite a Taide d'une transformation de la forme B'. 

On trouve qu'un groupe ilni ne peut contenir des transformations de la forme 
A et fi, car il devrait alors aussi renfermer une transformation de la forme: 

fix' = x -J- qy -h rz 

py' = y 

fiz' = z. 

28* 
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30) Nous supposerons toujours dans ce qui suit que le groupe renferme une 
transformation qui n'est pas perspective, et dont les points doubles coincident avec les 
points fondamentaux du systéme des coordonnées. 

De méme nous nous bornerons, dans ce qui suit, a designer les transformations 
par leurs determinants. 

Nous savons, d'aprés les gg 14 et 29, que, dans chaque transformation: 

«i b i c i 



B = 



a 2 b % 6* 2 

tt 8 ^» c 3 



(69) 



chaque element est le conjugué de son sous-déterminant avec le signe -f oli — . 
Les multiplicateurs sont déterminés par l'équation: 

p* — (a x + 6 2 + c H )/i* + (A, H- B t + Cjp - 1 = (70) 

et comme: _ _ _ 

a l +b i + 6- 8 = A x + B t -f C\ 6 , 

cette équation montre que les multiplicateurs de B sont déterminés par a, + b^ + c 3 , 
qu'ou appelle la somme principale de la transformation. Les points doubles de celle-ci 
sont déterminés par les équations: 

x y z 



x y z 



(71) 



ti-\A x — {b t +c^)fi\-\-fil fji-\B x -\- fi\a 2 p-~H>\ +^i«3 

__.__? = _ y. = ?_ 

/i-\A 2 -\- fiib l f± ~iB ti —(a 1 -\-c 3 )jui+fii fJL~it\ ~f- fik 6 a 

oii fi est une racine de (70). Ces 3 groupes d'équations deviennent identiques en y rem- 
pla^ant // par sa valeur, mais nous les emploierons tous les trois dans ce qui suit. 

31) Nous montrerons maintenant que, dans un groupe flni, les elements de 
chaque transformation sont les conjugués de leurs sous-déterminants. 

Suivant le g 14, tous les elements d'une ligne doivent étre les conjugués de leurs 
sous-déterminants avec le méme signe que les elements correspondants d'une autre ligne, 
ou ils doivent avoir tous un signe contraire. Les elements du terme principal sont tous 
les conjugués de leurs sous-déterminants avec le signe 4- , et deux elements symétriques 
par rapport au terme principal sont les conjugués de leurs sous-déterminants avec le 
méme signe. S'il y a maintenant dans B (B ayant le méme signifieation que dans 30)) 
un element qui est le conjugué de son sous-déterminant avec le signe — , il doit y avoir 
des lignes ou se trouvent deux elements semblables. 

Nous pouvons supposer que la ligne supérieure en est une, et on a alors: 

W-l^'-KI* = i 

et par conséquent: |aj > 1. 

fix' = ax 
Soit A — | fif/ = fty une transformation du groupe et formons A m BA~ m B~~ l 9 

fiz? = yz 
le premier element en sera |a,|' 2 — a m ft m \b l \ i — a m ^ m |c 1 | 8 . 
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Si nous posons maintenant : a _ COsU _j_; sill , 

fi = eosw -f- isin« 
y =-= eosi? -|- i sin a 
la partie reelle du premier element sera: 

a ~-=i \a x \' 1 — cos m{t — w)|ii| 2 — cos in (t — v)\e x \*. 

On peut toujours choisir m de fagon que a soit plus grand que |aj 2 et, par eonséquent, 
que la partie reelle de a 15 d'oii il suit que le groupe ne peut étre flni. 

32) Recherche des conditions que doivent remplir les élérnents de B. 

Ces conditions, h savoir que a n b 2 , c 3 doivent étre les eonjugués de leurs sous- 
déterminants, sont indépendantes les unes des autres. Mais nous montrerons que, en 
donnaut a n 6 a , c 3 , on détermine déja par la si les autres elements peuvent étre ou non 
les eonjugués de leurs sous-déterminants. 

L'équation (70) donne: 

fii—i a i + **)/«*+/«-*&» =- /«""! — i A i + B t )fi-i + fikc 9 

et comme les quantités de chaque cdté du signe = sont conjuguées, elles sont toutes 

deux reelles. Les dénominateurs h trois termes des équations (71) sont done reels. Si, 

dans les deux premieres lignes de (71), on mulliplie Tun par l'autre le premier et le dernier 

rapport, il vient: 

(/*-J/J 3 -+ j2ic l )(fi-bC 1 +-/*ta 3 ) — une quantité reelle. (73) 

On a en outre: 



K - 



Ai C x 
A 3 C 3 



a 3 c 3 



et comme a l c 3 -^ A l C 6} on aura aussi : 

A 3 C l =- a 3 c x (7-1) 

et les équations analogues. 

De (73) on déduit alors: 

c x C x -f-a 3 /4 3 =- une quantité reelle. 
Mais il résulte de (71) que: 

c l C x a 3 A 3 --= une quantité reelle positive, 
et, les elements du terme principal étant les eonjugués de leurs sous-déterminants, il 
s'ensuit par eonséquent que c x C x et a, 3 A. å sont des quantités reelles ou imaginaires con- 
juguées. Si c 1 C l est reel, cette condition, jointe aux précédentes et h celle que 
\ a \\) 1^2 1 > l e sl sont tous pi" 8 petits que 1, est suffisante pour qu'on puisse douner å la 
transformation la forme mentionnée au g 31. 11 est en effet facile d'en conclure que le 
produit de chaque element par son sous-déterminant est une quantité reelle. Si quelques- 
uns de ces produits étaient négatifs, les trois quantités |a t |, |6 2 |, |c 3 | ne pourraient 
pas toutes étre plus petites que 1. 

On peut du reste calculer facilement c l C l et trouve: 



e t t\ = 



1—1«, I 1 4- \b 2 \ 2 — IfaJiij« 

2 



ou 



R --=* \'\ + 2\a x \* +\[a x b t Ct +a x biC. å ) — 2(2'|a,|* + 2r'| a t « 6„*|). 
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33) Passant maintenant a la eomposition des transformations qui ont les rnémes 
points doubles, nous pourrons nous borner a considérer le cas de deux transformations 
A et B de fordre p ai et /? a % p étant un nombre preraier, et arrivons alors au resultat 
suivant: si les transformations avec les rnémes points doubles ne sout pas toutes des puis- 
sances d'une seule et méme transformation, on peut, lorsque a 2 < a n supposer 8 choisie 
de facon qu'elle ne soit pas egale a une puissance de A, ou h une puissance de A multi- 
pliée par une transformation d'un ordre inférieur å p a » ; le produit des puissances de A 
et de B donnera alors p a i+ a * transformations, parmi lesquelles se trouveront toutes les 
transformations de 1'ordre p a * avec les points doubles donncs. En general, on voit done 
que si des transformations ayant les rnémes points doubles ne sont pas toutes des puis- 
sances de la méme transformation, elles peuvent étre formées en multipliant deux trans- 
formations et leurs puissances. 

34) En supposant toujours que les groupes ne se composeut pas uniquement de 
transformations avec des points doubles communs, nous examinerons a present ceux qui 
renferment des transformations perspectives d'un ordre plus élevé que le 2 e . 

Supposons d'abord que le groupe renferme des transformations perspectives du 
6° ordre ou au-dessus. S'il en contient deux avec des centres différents, ces transformations 
et le groupe forme par leur combinaison laisseront la ligne des centres comme elle est. 
Le groupe étant du 6° ordre ou au-dessus par rapport & cette ligne, il devra étre cyclique 
relativement a la méme ligne, et 1'axe de Tune des transformations passera par le centre 
de Fautre. II est alors facile de voir, en supposant que les points doubles de Tune des 
transformations du groupe coTneidcnt avec les points fondamentaux du systéme des coor- 
données, que le groupe ne peut avoir que des transformations de la forme: 

1. II. 111. 

jax* = ax fiaf = ax fiaf = py 

py* = Py py* = bz py' — <i z * < 76 > 

fiz' = yz fiz' — cy fizf = rx 

ou les transformations qu'on obtient en permutant #, y, z. Nous appelons ces groupes 
des groupes cycliques du plan. 

35) Si le groupe renferme des transformations perspectives du 5° ordre , il doit 
étre cyclique ou aussi contenir 2 transformations B et C de la méme espéce, avec des 
centres différents et d'une nature telle que le groupe forme par B et C ne transforme 
pas la ligne des centres et soit icosaédrique par rapport a cette ligne. 

A et B peuvent s'écrire sous la forme: 

fia! =-- ax i fix' = ax 

txxf = a*y et B === \ py' = b t x + e^y 
jtz' = az \f*z' = l>*x + Csy 

et le groupe renfermera alors une transformation qui permute les points doubles de A et, 

par conséquent, aussi: 

paf = ax i fix' =■ a l x 

Ulf = «;/ el Ål) -■ \ py = a y 



1) 
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La transformation qui permute les points doubles de A doit avoir la forme: 

I paf «* dPx 
py' =* c 2 z p° ur c i*8 = — aP - 
t iz' = b 3 y 

E l0 AD est done une transformation perspective du 10 c ordre. Suivant le g 34, toutes les 
transformations du groupe doivent laisser la méme ligne droite comme elle est. 

36) Supposons maintenant que le groupe renferme des transformations perspec- 
tives du 4e ordre. Comme auparavant, on voit que le groupe doit étre ou cycliquc, ou 
renfermer deux transformations perspectives du 4° ordre, et telles que le groupe forme par 
leur eombinaison transforme la ligne des centres par un groupe octaédrique. Les trans- 
formalions A et B ayant la méme forme que dans 35), le groupe doit renfermer une 
transformation : 

{IX* — — x 
fxif = iy 
pz' — iz 

et on en conclnt que, dans un groupe flni, Tintersection des axes de deux transformations 
perspectives du 4 e ordre et la ligne qui en joint les centres, seront toujours respectivement 
le centre et Taxe d'une nouvelle transformation perspective du 4 e ordre. 

Le groupe octaédrique de la ligne droite ne contient que 3 transformations du 
4° ordre avec des points doubles difTérents. On voit done que Taxe d'une transformation 
perspective du 4 e ordre appartenant å une groupe flni, ne peut au plus étre coupé qu'en 
6 points difTérents par les axes des autres transformations analogues du groupe. Mai s 
on peut montrer que si les transformations du groupe ne laissent pas toutes la ligne 
droite sans changement (ou si le groupe n'est pas cyclique), chacun des axes ci- dessus 
mentionnés sera coupé au moins en 7 points par les autres axes. Par conséquent, toutes 
les transformations du groupe doivent laisser une ligne droite comme elle est. 

37) Nous arrivons maintenant aux groupes qui renferment des transformations 
perspectives du 3 C ordre. Prenons un groupe contenant deux de ces transformations mises 
sous la forme: 



px = ax 

p* = * 3 y + «s** 



fix = ax 
A = l py' = a*y et B = 
[id =■ az 

ou a est une racine 9° de Tunité, et considérons le cas ou la ligne des centres, x = 0, 
n'est pas transformée par un groupe tétraédrique, AB doit alors aussi étre une trans- 
formation perspective du 3 e ordre , car autrement A B serait du 2 C ordre pour x = et 
(A B) 2 une transformation perspective du 6 e ordre. A 2 B sera done du 2 C ordre par rap- 
port k x « et (A 2 B) 2 une transformation perspective du 2 C ordre avec x = Q pour axe. 
L'intersection des axes de deux transformations perspectives du 3° ordre et la 
ligne qui en joint les centres, sont done respectivement le centre et Taxe d'une autre 
transformation perspective du 3 e ordre, en tant que le centre de Tune des deux premieres 
transformations ne se trouve pas sur Faxe de Tautre. 

On peut aussi montrer que Tintersection des axes de deux transformations perspectives 
respectivement du 2 C et du 3 e ordre, dont le centre de Tune n'est pas situé sur Taxe de 
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l'autre, doit étre le centre (Tune transformation perspective du 3 e ordre dont l'axe est la 
ligne des centres des deux premieres, et que cette ligne n'est pas transformée par les 
transformations d'un grdupe cyclique. 

Mais on peut montrer qu'il n'y a que des groupes dont les transformations ne 
transforment pas une ligne droite. Car autrement, par tous les centres des transformations 
perspectives du 3 e ordre, situés sur x = 0, et par les points en lesquels ces centres 
peuvent étre transformés, devraient passer deux lignes qui sont des transformations de 
x = 0. Si le groupe renfermait N transformations, le nombre de celles qui ne trans- 



5* 



forment pas x = serait, avec les transformations de leurs series, représenté par ^A 7 , 
et si le groupe était possible, on aurait iV=2I6, et le nombre des autres transformations 
du groupe devrait étre ^A 7 , ce qui, on le voit, est impossible. 

38) Cherchons maintenant si des groupes dont les transformations ne transformenl 
pas toutes la méme ligne droite, et qui ne sont pas cycliques, peuvent renfermer deux 
transformations A et B avec des points doubles difTérents, et telles qu'elles aient une 
pflissance commune, qui alors devra étre une transformation perspective du 2 e ordre. 

A et B peuvent se mettre sous la forme: 

paf* = ax i fiaf = a x x 

ptf = Py B = \ py' — A 2 y + c 8 « 

fiz' = yz [ (iz «= b 9 y + c 3 z 

Comme conséquence de ce que nous savons des groupes de la ligne droite, et 
vu que les groupes ne doivent pas renfermer des transformations perspectives d'un ordre 
plus clevé que le deuxiéme, a et a l doivent Tun et l'autre étre égaux k±l. Au cas 
que les transformations d'un groupe non cyclique ne transforment pas x = 0, il faut que 
a et a x correspondent ;\ + 1 , soit parce que, sans cela, le groupe devrait renfermer des 
transformations perspectives d'un ordre plus élevé que le deuxiéme, soit parce que, si un 
groupe octaédrique ne fait pas varier x = 0, le nombre des transformations qui ne font pas 



A = 



35 



varier x = serait, avec les transformations de leurs series, représenté au moins par ^A 7 ; 



or on voit que N doit étre egal a 48, et que toutes les transformations du groupe doivent 
ne pas transformer x = 0. 

39) En partant toujours de Thypothése que le groupe n'est pas cyclique, et que 
ses transformations ne laissent pas toutes la méme droite comme elle est, nous allons 
chercher dans quelles circonstances une transformation A, avec les multiplicateurs a, /?, f, 
peut étre transformée par une autre transformation B du groupe en une transformation 
ayant les mémes points doubles que A. 

11 peut se presenter les cas suivants: 

1) Les points doublefe de A ne sont pas déplacés par la transformation dont il 
s'agil. A et B doivent avoir des points doubles communs. Elles peuvent étre Tune et 
l'autre des puissances de la méme transformation, ou des puissances de la méme trans- 
formation multipliée par une transformation perspective du 2 e ordre ayant les mémes points 
doubles que A et B. 

2) B peut permuter deux des points doubles de A. Les multiplicateurs de A 

doivent étre ±1, a, i «• 
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3) B peut déplaeer circulairement les points doubles de A.B 3 doit alors avoir 
pour points doubles eeux de A, et par suite étre une transformation idenlique. B est 
du 3° ordre. 

Supposons qu'on ait: 

paf = ax 

a i- < py' -= fiV 
jxz f — r* 

, en dépla^ant circulairement les points doubles de A, il vient: 

Ipx' = fix 
t*-y\ — ry 
fi z f = ««. 

On voit facilement qu'il nous suffira de discuter le cas ou A et A' appartienncnt au 
méme groupe fini, et ou A est de fordre p a , p étant un nombre premier; A' doit alors 
étre une puissance de A ou une puissance de A multipliéc par une transformation 
du 2° ordre. 

Laissant de coté le cas de p = 2, nous devrons avoir: 

fi — r m / o« / = — -^y — 

j- = a m f 
et, comme a . fi .y --= I , 

En faisant p == 3, nous voyons que cette derniere équation ne peut étre satis- 
faite que si a=1, car elle est impossible pour a = 2 et, par conséquent, pour de plus 
grandes valeurs de a. Si p n'est pas egal a 3, on aura 1 = a m8_! , ce qui fait voir que 
p doit étre un nombre premier de la forme 3y+ 1. 

Une transformation dont les points doubles sont déplacés circulairement par une 
autre transformation d'un groupe flni doit étre d'un ordre w, n pouvant renfcrmer les 
facteurs 2, 3 et des facteurs premiers de la forme Zq-\- 1. Si A est de fordre 2n, et 
qu'aucune transformation d'un ordre plus élevé n'ait les mémes points doubles que A, 
il y aura en tout An transformations avec les points doubles de A. 

40) Voyoqs maintenant combien de transformations renferment divers sous-groupes 
avec leurs series. 

Soit toujours N le nombre des transformations d'un groupe. SMI n'est rien dit 
de contraire , on suppose toujours qu'une transformation A est d'un ordre aussi élevé ou 
plus élevé que toute autre transformation ayant les mémes points doubles que A. Sup- 
posons d'abord que le groupe ne renferme pas de transformations avec des points doubles 

différents et une puissance commune, et que fordre n de A soit impair. De méme que 

ti— 1 n—— 1 
dans le g 18, on trouve que A, avec ses series, renferme respectivement iV, — — N et 

—z — N transformations , suivant qu'il n'y a pas de transformation qui permute les points 

o TI 

doubles de A, ou qu'il y en a une qui en permute deux, ou en fin qu'il y en a une qui 
les déplace circulairement. 

Vidensk. Selak. 8kr., 6. Række, naturridensk. og mathem. Afd. V. 2. 29 
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Si n =* 3, les points doubles peuvent h la fois (Ure déplacés circulairement et 

N 
permutés deux h deux. Dans ce cas, A avec ses series renferme -^- transformations, 

et doit avoir les multiplicateurs 1, a, «, si deux de ses points doubles sont permutés. 

41) Supposons maintenant A d'ordre pair. S'il y a des transformations ayant les 
mémes points doubles que A et qui ne sont pas des puissances de A , elles doivent (Ure 
une puissance de A multipliée par une transformation du 2° ordre, car autrement le groupe 
renfermerait des transformations perspectives d'un ordre plus élevé que le 2°. Nous 
pouvons, dans ce cas, supposer que toutes les transformations avec les mémes points 
doubles que A sont formées par le produit des puissances de: 



par A' ^= 



fix = — x 

nf — y 

ypz' _ _ z 



fix = ax 

a = {wf — Py 

fiz' — T Z 

et que A est de Fordre 2w, ou n est impair, puisque autrement le groupe renfermerait 
des transformations perspectives d'un ordre plus élevé que le 2 e . 

Si A est une transformation d'ordre pair dont les points doubles sont permutés 
par une transformation fi, examinons le cas ou A est de la forme: 

paf = — x 
A = < pi/ = ay_ 
jiz* = — az. 

La transformation qui permute les points doubles de A peut alors avoir la forme: 

fix' = -\-x 
B = < fiff = az^ 
fiz' ^ =Fay. 

Nous prendrons pour B le signe supérieur, car sinon AB serait une transforma- 
tion ayant les mémes propriétés que B et son premier multiplicateur + 1. On voit alors 
(ce que je n'ai pas fait observer dans le texte danois), qu'une transformation de la forme A 
dont les points doubles sont permutés par une autre transformation du groupe, ne peut 
se trouver que dans des groupes qui ont des transformations avec des points doubles 
diffcrents, måls avec une puissance commune, B* ayant les mémes points doubles que A. 

On peut du reste proceder comme dans le g 40, en prenant pour Tordre de A le 
nombre des transformations qui ont les mémes points doubles que A. 

42) Nous passerons. maintenant h l'examen du nombre des transformations dans 
des series appartenant <\ des sous- groupes dont les transformations ont une puissance 
commune, et dont aucune ne transforme une ligne droite x = 0. 

Deux transformations d'un pareil sous-groupe seront de la forme: 

flX* = ^X ifix'^X 

),lf/ = 



A ET= 



py' «= *y_ et B === * pt/ = b^y + c^z 
fiz' = ± a z [ftz' — 6 a .y-f e 3 *. 
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Si le sous-groupe, en ce qui concerne x = 0, n'est pas cyclique, il faut prendre 
le signe supérieur, et le nombre des transformations qui ne transforment pas x = sera, 

2(7 — i 

avec leurs series, de -^ — tf, q étant au moins egal h 12. 

Si le sous-groupe est cyclique, A de Fordre 2q et qif on prenne le signe supérieur, 

ce nombre sera de — . — tf. 

Aq 

Si le sous-groupe est cyclique et si Ton prend le signe inférieur de A, mais qu'il 
n'existe aucune transformation du 2 e ordre qui ait les mémes points doubles que A sans 
étre une puissance de A, A doit étre de Fordre 89, car si n, étant Fordre de A, n'était 
divisible que par 2 011 par 4, ou aucune puissance de A ne serait du 2° ordre avec x = 
pour axe perspectif, ou une puissance de A serait une transformation perspective du 
4° ordre. A* m + l B et (A 2m B) 2 peuvent appartenir h la méme serie. Le nombre des trans- 
formations qui ne transforment pas x = est, avec leur series, d'au moins — ^ — tf. 

Les mémes considérations s'appliquent au cas d'une transformation du 2° ordre 
qui a les mémes points doubles que A sans étre une puissance de A\ A doit alors étre 
de Fordre 2</, q étant impair, et il y a en tout Aq transformations avec les mémes points 
doubles que A. Le nombre des transformations qui, avec leurs series, ne transforment 

pas x = est au moins egal h -^ — A T . Ce chifFre cesse d'étre exact si q = 3, et une 

autre transformation déplace circulairement les points doubles de A. Dans ce cas, A, 

29 

A 2m B et leurs series forment — N transformations. 

Nous voyons ainsi que, dans tous les cas ou Fon prend pour A le signe supérieur, 

le nombre des transformations qui ne transforment pas x = sera, avec leurs series, de 

p — 1 

N, p étant au moins egal h 8. Si p > 8, le groupe ne peut renfermer que les trans- 

formations ci-dessus avec leurs series, et aucune d'elles ne transforme la droite x = 0. 

Si p = 8 , le groupe peut encore renfermer une transformation du 3° ordre dont 
les points doubles sont h la fois déplacés circulairement et permutés deux a deux. On 
a alors: 

ltf4*tf+i — tf et tf=72 
o y 

et le groupe existe réellement. II renfermera comme sous-groupe un groupe pour lequel 

N = 36. 

LorsqiFon prend pour A le signe inférieur, nous avons vu que le nombre des 

transformations qui, avec leurs series, ne transforment pas x — est au moins de 

60 — 1 29 

-£ — N si q est autre que 3, et de - 9 tf si q ■=» 3. Des considérations analogues h 

celles que nous exposerons plus loin montrent que, dans les deux cas, il n'y a que des 
groupes dont aucune transformation ne transforme la méme droite, ou des groupes 
cycliques. 

29* 
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13) Voyons mainlenant d'une maniére générale quels sont les groupes qui ne 

renfermenl pas de transformations ayant des points doubles différents, mais une puissance 

w — I 
commune. Appelant N2- le nombre des transformations dont les points doubles ne 

fi I 

sont permutés par aucune autre transformation du groupe, N2-~ — le nombre des trans- 

n j 

formations dont deux points doubles sont permutés, N2!-\ — le nombre des transforma- 

tions dont les points doubles sont déplacés circulairement, et enfin ~- le nombre des 

transformations dont les points doubles sont h la fois permutés et déplacés circulairement, 
on aura: 

N (2'=i + **=* + 2*-'- + i ) + . - N (79, 

ou : 

' , _ 2*=1 - Æ - 1 ._ 2 ^--» _ JL m 

N n 2n l 6n 2 9 

équation qui donne la proposition suivqnte: 

Le nombre des transformations d'un groupe fini est egal au plus petit 
multiple commun des ordres des transformations du groupe, ou a ce nombre 
multiplié par 2, 3 ou G. On voit en méme temps que ces facteurs ne peuvent 
intervenir que si le groupe renferme des transformations dont deux points 
doubles seulement sont permutés par une autre transformation du groupe, 
ou des transformations dont les points doubles sont déplacés circulaire- 
ment, ou enfin des transformations de ces deux espéces a la fois. (81) 

]\ous pouYons nous borner a examiner les groupes qui renferment des trans- 
formations dont les points doubles sont déplacés circulairement, ceux ou cela n'a pas 
lieu devant renfermer le méme nombre de transformations de divers ordres que les 
groupes de la ligne droite. La proposition ci-dessus fournit une tres bon moyen pour 
juger de la possibilité des groupes. 

Si le groupe n'est pas cyclique, il doit au moins renfermer deux transformations 

A el B du méme ordre n avec des points doubles différents. Cette derniére condition 

élant remplie, 

£, ABA-* . . . A^BA-* 1 

seront en general des transformations toutes diflercntes, et deux ou trois d'entre elles 

seulement pourront avoir les mémes points doubles, si A ou une puissance de A permule 

ou déplace circulairement les points doubles de B. En pareil cas, ces transformations 

auront deux par deux ou trois par trois des points doubles communs. 

n n 

La groupe renfermera alors au moins n+1, -«-+l, "o~+* transformations avec 

des points doubles différents appartenant h la méme serie, e'est-h-dire, outre celles ci- 
dessus mentionnées, A, qui, avec ses series, se compose au moins de 



transformations. 



(i,-l)(n + l), (n-1)(y+lj, ( n _l)(|--fl) 
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ti — 1 n — 1 

Le nombre de transformations dans la méme serie devant étre de N. — - — AT, 

n — i n ' 2t* ' 

- - xV, N doit cHre egal a ou plus grand que : 

n(n-fl), «(n+2), w(n4-3). 

14) Groupes renfermant des transformations dont les points doubles ne sont pas 
permutés par une autre transformation du groupe. 

Le seul cas possible est celui ou le groupe, oulre les transformations ci-dessus, 

renferme des transformations du 3 C ordre dont les points doubles sont deplacés circulaire- 

ment. On doit alors avoir: t » i ,, 

_ J _ _, i 7 z i v_ 

N n 9 ' 

équation qui est satisfaite par: 

n = 4 et q =- 2, ou « « 8 et j =» 1. 

On verra qu'il existe réellement un groupe, pour lequel N =* 36, qui renferme 
des transformations du 4 e ordre dont les points doubles ne sont pas permutés, et en 
ou tre deux series de transformations du 3° ordre dont les points doubles sont a la fois 
permutés et deplacés circulairement. 

45) Groupes ne renfermant que des transformations dont les points doubles sont 
deplacés circulairement par d'autres transformations du groupe. 

On trouve que ces groupes ne sont possibles qu'h, condition d'étre cycliques. 

46) Groupes renfermant trois series diiTéreutes de transformations dont les points 
doubles sont permutés par d'autres transformations, et en outre des transformations dont 
les points doubles sont deplacés circulairement. 

11 n'existe aucun groupe fini de cette espéce. 

47) Groupes renfermant deux transformations avec leurs series dont deux points 

doubles sont permutés par d'autres transformations du groupe. 

On a Féquation: 

1 n — 1 n, — 1 ti 2 — 1 q 

N — ~2^ in x 3^ 9" ' (83) 

laquelle est satisfaite par n = 3, « 1 = 4, w 8 = 7 et 7 = 0, qui appartiennent h un groupe 

existant réellement et pour lequel iV=168. (84) 

L'équation est également satisfaite, le terme en n 2 manquant, par n =■ 4, 
n x = 5 et q — 2; N =- 360. (86) 

47 bis) Enfin le groupe pourrait renfermer une transformation avec ses series dont 
les points doubles sont permutés, et des transformations dont les points doubles sont de- 
placés circulairement. 

11 n'existe pas de pareils groupes. 

Nous donnerons quelques exemples comme preuves de Timpossibilité des groupes, 
lorsque les nombres des transformations dans les series appartenant au groupe satisfont 
a Féquation (80), sans cependant que le groupe existe. 

L'équation: J_ _ i_ n _Tl_ n ild ___! 

N 2n 2/i, 9 

est satisfaite par n =* 8, n x = 10, q = 1 , N = 720. Le groupe devrait renfermer 36 

transformations du 10 e ordre avec des points doubles différents. On voit alors qu'il 
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devrait exister deux pareilles transformations A et J3, teltes que A b et B b , ijui sont du 
2 e ordre, permutassent les points doubles de B et de A. INi A ni S ne transfornieront 
alors la méme section conique, et le groupe ne peut étre fini, ear, comme il est facile de 
voir, les groupes dont aucune des transformations ne transforme la méme section conique, 
sont des transformations des groupes de la ligne droite. 

La méme équation est satisfaite par n «= 3, n 1 = 8, # = 2, #=144. 

Le groupe doit renfermer seulement 9 transformations du 8° ordre avec des points 
doubles difFérents, et par conséquent seulement 9 transformations du 2° ordre. Mais une 
transformation A du 8 e ordre aura alors ses points doubles permutés par S 4 , B étant 
également une transformation du 8 e ordre, et, dans ce cas, A n B A sera aussi une trans- 
formation du 2 e ordre, de sorte qu'il y aura 8 transformations de eet ordre dont les cen- 
tres seront situés sur une des lignes doubles D de A. Mais comme B a un point double 
P situé sur Z>, D pourra étre transforme en 4 lignes difTérentes passant par P, et le 
groupe, contrairement a Thypothése, devrait alors renfermer plus de 9 transformations du 
2° ordre. 

On peut assez souvent employer le raisonnement suivant. La seule transformation 
qui puisse avoir des points doubles cofncidant avec des points doubles d'autres trans- 
formations qui n'ont aucun point double commun, est une transformation du 2° ordre. 
L'axe de cette transformation du 2° ordre passe alors par les points doubles communs 
ci-dessus mentionnés. Si maintenant Fon designe par P et Q deux points doubles de 
deux transformations qui n'en ont aucun de commun, et qifil puisse étre prouvé que trois 
transformations A, Æ, C du 2° ordre permutent P et Q, AB et AC doivent étre deux 
transformations du 2 e ordre dont les axes coincident. Mais deux pareilles transformations 
ne peuvent appartenir a un groupe fini. 

On prouvera de la méme maniére l'impossibilité d'un groupe pour lequel #=^36, 
qui renferme trois series de transformations du 2° ordre, deux series de transformations 
du 3° ordre, et ou les ordres des trausformations appartenant aux dilTérentes series satis- 
font a Téquation: 

1 n — 1 n — 1 n$ — 1 q 



N 2m 2n x 2« v il 

ou n = n x = n 2 =^= q = 2. 

18) Pour qu'une transformation ne transforme pas une section conique, il faut 
que la somme principale 1 ) soit nulle. On voit que l'équation : 

i fix' = x 
A -=: |p.y' =■ «y 
\liz r = az 
ne transforme pas la section conique: 

ax* -h byz = 0, 

et qu'une pareille section conique est tangente aux lignes doubles y = 0, x = 0, et passe 
par les points doubles (x = 0, y = 0), (x — 0, z = 0). 

') C'est-a-dire la somme des elements du terme principal. 
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Il est facile de voir que la condition ri-dessus, qui ici s'est montrée suffisante, 
est également nécessaire. Il faut cependant se rappeler que la somme principale n'cst 
déterminée qu'h un facteur pres, qui est une racine cubique arbitraire de Funité, de sorte 
que les transformations dont la somme principale est une quantité reelle multipliée par 
une racine cubique de funité, ne transforment pas non plus une section conique; mais 
la transformation est alors identique h une transformation avec un terme principal reel. 

49) Dans toute transformation du 2 e ordre, les elements du terme principal doivent 
(Ure reels. Réciproquement, rette condition, avec les suivantes, h savoir que cbaque ele- 
ment est le conjugué de son sous-déterminant, et que la somme principale doit <Hre egale 
a — 1, est suffisante pour que la transformation soit du 2 e ordre. 

50) Si un groupe renferme les transformations: 

(fix' «* ax i a x b x c x 
filf = fiy et B = a L 

a a b, 



'2 *2 ^2 



I u 3 U Z c a I 



\}i* = r z 

et qifon designe respectivement par d et 8p les sommes principales de A et de A^S, 
on aura: åPa x -[- p p b 2 -f ytc^ = v 

En supposant que A n'est pas une transformation perspective, et en éliminant a n 6 2 , c H 
entre les 4 équalions qui donnent les valeurs de * p , «p+i, «p+ 2 , *h-s, il vient: 

8 p «p +8 = d 8 p +i d 8p+2. (90) 

Si B est du 2 e ordre, on doit, suivant le g 49, avoir 8 P «* s tt _p. 

51) Formons maintenant les groupes qui existent réellement et commen^ons par 
ceux du 3 e ordre, en rappelant qifun groupe est du méme ordre que Fordre le plus 
élevé de ses transformations. Nous laisserons de cOté les groupes cycliques et ceux dont 
aucune des transformations ne transforme la méme ligne droite. 

Nous supposons que le groupe du 3 e ordre renferme deux transformations, dont 
une, A, du 3° ordre et Fautre, /i, du 2 C ordre, et que tous les coefficients de B sont 
reels. On a alors: 



af 

a s vy 



x 

a y 



a — 



[fiz = az 

— \±i\fi 
' " 2 



B e_- 



a i *i c i 
b x b 2 c 2 

C \ C 2 C 'A 



On doit done avoir: 



i i 



2 i 



C 3 = — 1 



et par suite: 



a \ + «*2 + « C 3 = W 

a, -\- ab 2 -\- a<? 3 =-= 



a, =- b 2 = c 8 — — y 

b -=■ c x = c 2 = - 3 . 

Aucune des transformations du groupe ne transforme la section conique: 

.r* + 2i/z = 0. 
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Une ligne droite pouvant par inversion et projection étre transformée en une section 
conique arbitraire, on voit qu'å chaque transformation linéaire qui ne transforme pas une 
ligne droite, correspond une transformation qui ne transforme pas une section conique. 
A chaque groupe flni de la ligne droite correspond un groupe du plan, dont les trans- 
formations ne transforment pas une section conique et ne peuvent qu'en transformer 
chaque point en un nombre fini de points. Mais le groupe doit alors aussi étre flni pour 
le plan. 

Le groupe que nous venons de determiner correspond au groupe tétraédrique, et 
s'appelle le groupe tétraédrique du plan. 

52) Passons maintenant aux groupes du 4° ordre. En supposant que le groupe 
renferme deux transformations A et B de la méme forme que dans le g 51, avec la seule 
difference que A est du 4 e ordre, nous aurons pour B, AB, A % B, A 9 B une colonne de 
sommes principales qui sera ou: 

a) a, + 6 2 + <? a — — 1 b) a, | i, + c 3 -= — 1 

a x -\-ib 2 — ic 3 = a x -f-té 2 — tc 3 = dP 

a x —b i ~c 9 = 1 ou: a x - b 2 — c z = 

— l + iV3 
ou « = 

53) Dans le cas de a), on a: _ 

a 1 -= 0, b 2 — e a — — j, b x = c x «■ j/y » c » ~ y • 
Ni A ni B ne transforment æ 2 + 2yz = 0. Le groupe forme par A et B est une 
transformation du groupe octaédrique, et s'appelle le groupe octaédrique du plan. 

54) Dans le cas de b), on a: _ 

1 —1 +1/3 —l—VS 
a i = ~ y? °* — 4 5 c » ^ 



; 1/3 + 1/3 1/3 — 1/3 1/3 

En désignant par C== 1 que C est une transformation identique, on aura: 

A* e= 1, (AB)« = 1, (A*B)* =: 1, B* « 1 (a). 

Supposons qu'on a forme la transformation: 

BA*BA*B, 

ce produit peut, dans tous les cas, étre réduit h renfermer un facteur B plus petit. Si 

p ou q est egal h 2, on peut poser: 

BA*B — A*BA* 
et Fon a: 

BA*BA*B =- 24 2 J5^*+ 8 B. 

Si p et g sont Tun el Tautre égaux il 1 ou li 3, la seconde équation (a) donnera: 

BA*BA*B s= A+-PBA 4 -*. 

^ ! p ~ i 3 et 9 = ^ s i i ' on aura : 

BA*BA«B = A*BA«BA*<>B == ,4*B,4*+ 2 £,4*. 
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On voit par \k que tout produit de transformations qui renferme plus de deux 
facteurs B peut étre réduit k renfermer au plus deux facteurs. Toutes les transformations 
du groupe sont comprises dans Les formes A m , A p BA q } A*{ABAB)A g , ou AB AB a 
la forme: 

2 o \ 2 / o \ 2 / 



V« -!'*(** ■£•*), 



•3 + 1/3/72 —il 2 



1 — 1/3 
~4 



-V % -¥-( 



). -vi. 



.1/3 

-1+1/3 
4 



8 V 2 /' ^ 8 

Ce groupe est celui qui est mentionné au g 44; il renferme 36 transformations. 

55) L'équation (90)! montre que le groupe du paragraphe précédent doit étre un 
sous-groupe du groupe du 8 e ordre mentionné au g 44 , en tant que ce dernier existe, 
et il est facile de voir par ih qu'il n'est pas fini. 

Par contre, le groupe du g 54 est un sous-groupe du groupe dont il est question 
au g 42, car en ajoutant aux transformations ci- dessus mentionnées du groupe du g 54 

une transformation C de la forme: 

paf = x 

C = py' = pz ou pq = — 1 

l JLZ ' ~ ?y 

»V2 + 1/2 _. iV2 — V2 



- et q = - 



- , il viendra 



on aura alors CA = A~ i C et, si fon pose p = 
CBC* = AB AB. 

On peut toujours, dans un produit A^C^B . . . faire passer C i\ la premiere place, 
et on voit alors que, si le groupe du g 54 renferme les transformations 7\, 1\ . . ., celui 
dont il s'agit ici renfermera les transformations T u T 2 . . . C7\, CT 2 . . ., en tout 72 
transformations. 

56) Nous arrivons maintenant aux groupes du 5 e ordre. Ils peuvent renfermer: 

a) des transformations du 2 e , du 3 e et du 5 e ordre, ou 

b) des transformations du 2% du 3 e , du 4° et du 5 e ordre. 

Dans le premier cas, en Supposant toujours que les groupes renferment deux 
transformations A et B, A du 5 e et B du 2 e ordre, on peut avoir, suivant (90), * étant 

egal h — l et d h — ~ — 



ou: 



1 -Vb 



*>=**= - " 2 



8 % = 8 3 = 



ou: 



*i = *4 



<>, 



= *3 = 



2 

On obtiendra le méme groupe, soit qu'on prenne la premiere ou la seconde colonne des 
sommes principales. En prenant la seconde, on trouve: 



a 



1/5 



b t = e t = — 



5 + 1^5 



Vidcnsk. Selik. Skr , 6. Række, natorvidensk. og mathem. Afd. V. 2. 



> A l/ 2 



5t~1/5 
10 

30 
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De ce que ni A ni B ne transforment x* -f fyz 
est fini ; c'est le groupe icosaédrique du plan. 



0, il résulte que le groupe 



57) Dans le cas de b), l'cquation (90) montre qu'on peut avoir les colonnes sui- 
vantes de summes principales: 



8 ■=-- 



5, = 

8u = 



8 A •-■=• 



1 




d 
d 




-1 — 1 

d x dPd 

a? 

' a* 

d x a?d 



-1 

a p d l 
dPd x 

tf 



et: 



8 = 



s 



8o = 



a, 



8* = 



1 

a?d x 

a*d 

«?d 

a?d x 



d 
1 


1 



d x 



1 
1 

o 



ou p = 1 ou 2 , a = 



— 1 +1*1/8 



(i 



1 + 1/5 . 1—K5 
2 ~' '' 2~ 



Peu importe quelles sont les colonnes d'ou Fon part, supposé qu'on n'arrive pas 
h un sous-groupc, ce qui est le cas avec les deux premieres. Nous partons done de la 
3 e en posant p«l. Il est maintenant facile de montrer qu'on peut trouver toutes les 
summes principales possibles des transformations du groupe, en appliquant la proposilion 
que la transformée d'une transformation ne fait pas varier la somme principale. 

C = 8 signifie ici que la transformation C a 8 pour somme principale. 

Etaut donnc: 

B - -1 

AB — ad 
A*B — a 
A*B = a 
A*B = ad. 

()n a BA*B = d x , A*BA*B — —a et, suivant le g49, A*BA*B — ad, , puisque 
A*BA*B est du deuxiéme ordre. L'équation (90) donnc alors: 

BA*B — d l 
ABA*B = a _ 
A*BA*B - — a 
A*BA*B — 1 

Dans le tcxlc danois, p. 193 et 194, on trouvera des tableaux de tous les produits de \ 
facleurs el de quclques-uus de (> facteurs. 
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Nous montrerons mainlenant que le groupe est fmi. Si Fon a un produit: 

J&BA*BA T BA % ... 
on peut d'abord supposer que deux exposants qui se suivent, g et r, ne sont pas égaux, 
puisque le nombre des facteurs du produit pourrait alors étre réduit, A m B étanl au plus 
du 5 e ordre. De plus, h cause de la relation: 

A*BA*BA* == BA»B 
qui est une conséquence de [A*B) A = 1 , on peut faire disparaitre tout facteur A* placé 
entre deux facteurs 5, pour que les exposants q et r puissent Tun et l'aulre étre con- 
sidérés comme diflFérents de 3. 

Nous pouvons å present montrer qu'aucun produit ne peut renfermer plus d'un 
certain nombre de facteurs sans étre réductible. 

En efFet, si un produit renfermait une infinité de facteurs sans pouvoir étre réduit, 
les facteurs A, A*, A* devraient s'y trouver, car s'il ne contenait que deux de ces fac- 
teurs, il serait réductible, puisqu'on a (A p BA q B) m = 1, si m est au plus egal & 5. 

Si le produit n'est pas réductible, il doit done renfermer un des facteurs suivants: 

1) BA*BA*BAB 

2) BA*BABA*B 

3) BABA*BA*B 

4) BABA*BA*B 

5) BA*BABA*B 
G) BA*BA*BAB. 

En remplagant BA*B par A*BA*BA*, on voit de suite que 2) et 5) peuvent étre 
réduits h renfermer un facteur B de moins. 

Si dans 1) on fait précéder BA* d'un facteur BA\ l doit étre egal h 1, car on 
voit immédiatement que / ne peut étre egal h 4, et s'il était egal a 2, on aurait: 

. . . BA*BA*BA*BAB . . . = BA*BA*BA*BA*B . . . 

qui est réductible. 11 faut done que / = J, si quelque facteur BA 1 précéde BA A ) et on 

aura alors la transformation: 

. . . BABA*BA*BAB . . . 

produit qui, a son tour, peut étre précédé d'un facteur BA k , ou k = / * ; mais, dans les 

deux cas, la transformation est réductible. On a en effet ou: 

...BA*BABA*BA>BAB...==BA*BABA*BASBA*B... = ...BA*BA*BA*BABA>B... 
ou bien: 

...BA*BABA*BA*BAB... = ... A*BA*BA*BA* BA*BAB . . . 

Dans les deux cas, on voit que les transformations sont réductibles. 

Par conséquent, 1) ne peut étre précédé de facteurs renfermant B autres que BA, 
sans que la transformation soit réductible. On voit de méme que 3) ne peut étre suivi 
de facteurs renfermant B autres que AB, comme aussi qu'aucun facteur renfermant B ne 
peut étre ajouté avant ou aprés 4) ou 6) sans que la transformation soit réductible. Mais 
il suit de la que le groupe est fmi. 

Oh trouvera p. 197 du texte danois un certain nombre de relations qui servent k 
réduire des produits de transformations 5, leur forme la plus simple, et p. 198 une schéma 
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de toutes les transformations (Tun groupe sous la forme la plus simple. On voit par ce 
schéma que ce groupe renferme 360 transformations. 

58) Il nous reste h, considérer un groupe du 7° ordre. Nous supposons comme 
d'habitude que le groupe renferme deux transformations A et B, A du 7 e et B du 2 e ordre, 
avec des eoefilcients reels. On a alors : 

fix' = ax 
A = i fx%f = a % x 
jiz 9 = a*x 

ou a esl une racine imaginaire arbitraire du 7 e ordre de funke. Posons: 

d = a + a 1 -J- « 4 
on aura par suite: __ 

d + d = — 1 et dd =~ 2. 

En multipliant B par des puissances de A, on obtient, suivant (90), les colonnes 
possibles de sommes principales qui suivent: 



I . 


—1 


—1 


-1 


*l 


d 





1 

1 


i *2 


l 


d 





*8 





\ 


d ' 


«• 





» 


d 


«6 


1 


d 





«e 


d 





1 



On verra qu'il y a dans le groupe des transformations qui, multipliées par des 
puissances de A, donnent toutes trois colonnes de sommes principales. 

Si Ton supposc que B, par sa multiplication par des puissances de A, donne des 
transformations dont les sommes principales forment la deuxiéme colonne, on aura: 

— (« + «) 



a i — 



b, ~ 



[a — l)(a — l)(a + a + D 

q* 4- «* 4- 1 

la-l)(a-l)(a + a + D 
— 1 



— P 



= ? 



(95) 



c- 3 - - 



ia-\)(a — \)(a4-a + \) 

p, </, r seront déplacés circulaireinent si, a la place de «, on mel o 1 ou a 1 . p, q, r ont 
entre eu\ les relations suivantes: 

p* + ?*-f r« = 1 (96) 

pq + qr + rp -= (97) 

q*4-q = rp J> (98) 

r 2 -f- f = pq 



173 



235 



A l'nide de ces relations, on trouve : 



B 



p r q 
r q p 
q p r i 



A~ i BA a BA- 2 esl de la forme: 



■ q p r 

B' — » p r q 



r q p 

qu'on obtient de B par un déplacement circnlaire de p, </, r. Le groupe doit alors aussi 

renfermer la transformation B" , qui s'obtient par un nouveau déplacement circulaire de 

p, q, r. Bff est de la forme: 

[puf - y 



D = 






X 



U 



et le groupe renferme done aussi la transformation: 

i fix' = z 

— W — * 

On pourrait maintenant montrer que le groupe peut renfermer des transformations 
de chacune des formes : 

A*, A m BA n , A m B'A n , A™B»A*, DA n , &A", 

ou les valeurs de /?, w, n, peuyent varier de h 6, car en multipliant Tune par l'autre 
deux de ces transformations, on obtient eneore une transformation d'une de ces formes. 
On trouvera p. 204 du texte danois un scltcma des transformations que renferme le groupe ; 
il y en a 1 68. 



I 



~> 



